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ALGEBRA

EXERCITII REZOLVATE

1 1
1)Daca z+—= V3 si se calculeze 2" + —.
z z

J3 i

R. Avem 22 —/3 z+1=0, Z=T=cos% iisin%.

2) Dacd 7, €C, |z,|=p >0, k el n sise arate ci

E — (Zl + 22)(22 + Zf:‘y)"'(zn—l + Zn)(zn + Zl) = ]R
2,2,..7,

R. 7, 7, =p°. Calculim E si obtinem E=E sideci EcR.
3) Dacd o® + a.+1=0 si se calculeze
E=(l-a)l-a*)(1-a")(1-a)

R. o’ =1 siapoi E = ((1—0() (1—0(2))2 =9.

4) Cate elemente are multimea {(EJ (EJ ,mne Z}

V2) (2

R. Avem

ro(orond) (o) (7))

(m+n)
4

T T :
=cos(m+n) ) +isin . Multimea are 8 elemente.



5) Sa se rezolve ecuatia (X +1i)" +(x—1i)" =0.

R. (ﬂj =—1 si apoi
X—Ii
X+i — k+Dn . . (2k+D=
—— =X/cosm+isinm=cos +isin
X—Ii n n
cuk=0,1,... n-1 adica x, =ctg %

6) Sa se calculeze termenii comuni ai progresiilor 4, 9, 14,... si
7,19, 31....

R. 5m+4=12n+7, m:10n+22+5_2:2n+1+§(n—1)

n—1=5k sideci m=12k +3 si 5Sm+4=60k +19, ke N etc.

n k k
7) Sa se calculeze Z¥
k=0

n k n k n+1 n+l
R. S ZZ(EJ +Z(§J =§ 1_(2) +E 1_(§J )
—=\5 —=\5 3 5 2 5
8) Intr-o progresie aritmetici s, este suma primelor k termeni. Sa
se calculeze E =3s, —3s,, +S;,-

k
R. Sk:(2a1+r2(k—l)) ., E=0.

9) Fie (a,),n >1 o progresie geometrica. Sa se arate ca

5955



10) Daca intr-o progresie aritmeticd de numere naturale existd un
patrat perfect sa se arate ca exista o infinitate de patrate perfecte.

R. Fie a =a* si a, =a +r(n-1). Avem a ,=a’+r(n—k).

Alegem n astfel ca n—k =2am+rm?’ siavem a =(a+rm)>,neN.

n
11) In progresia geometrica (a,),., notdam P, :Hak. Daca
k=1

P =P, , si se calculeze P,,.
n(n+1) n(3n-1)
R. Avem a'q ® =a"q""™ si deci a/q * =1 Rezults
P3n :1

b c a
In— In= In—
12) Sa se calculeze a ¢-b 2.c ®

R.1
5 log,8 . N
13) Daca a=Ilog,4-logy12, b= . Sa se calculeze b n
log,, 6
functie de a.
R. log,3=x. Avem a=_2 .2%X si deci x =233 si
1+x 3 3a—-4
b:§ (2+%) etc.
X (1+X)

14) Sa se rezolve ecuatia 9* —4* —5* =2+/20".

X X 2
R. 9 = (42 +52J si deci



47 157 =92 @(ﬂjz +(§jz —lex=2.
9 9
Xlogzx + ylogzy =5

15) Sa se rezolve sistemul .
(log, )? + (log, y)* =2

R. x°%* =a, y*%Y =b sideci a+b=5, log,a+log,b=2.

16) Si se rezolve ecuatia (X2 +3x +1)X+5 =1.

R. a) x*+3x+1=1, b) x+5=0 si x*+3x+1%0,
€) X® +3x+1=—1 si x+5 par si deci xe{-3,0, -5, —1}.

17) Sa se compare log,3 cu log,8.

3 3—(log,3)f" .
R. IOgSB:Iog—3 si deci |0938—Iogz3:(—g§). Din 2°>3°

2 log,

rezulta I0923<§<\/§ si log,8>log, 3.

18) Fie f:[1,0) >R, f(x):\/x+3—4«/x—1+«fx+8—6«/x—1

Sa se rezolve ecuatia f(log, x) =1.

5-2Jx-1, xe[L5)

R. Avem f(x)=41 , Xxe€[510] .
20x-1-5, xe(10,0)
Solutia este [32, 1024].

19) Cate numere de n cifre (n > 3) au suma cifrelor 3 ?

R. Numerele sunt de forma 30...0,100... 2...0,200... 1... 0.

10..10..10..01ntotal 1+ (n-1)+(n-1)+C?2, = n(n2+1) numere.




20) Cate numere de n cifre (n > 3) au produsul cifrelor 8 ?

R. Exista numere cu cifra 8, celelalte cifre fiind 1 si numere cu
cifrele 2 si 4 si numere in care apare de trei ori cifra 2. In total n+ A? +C?
numere.

21) Sa se determine cel mai mic numar n pentru care numerele de
n cifre care contin pe 9 sunt mai multe decat cele care nu il contin pe 9.

R. Avem 9-10""—8-9"" >8-9"". Numairul n minim este 7.
22) Cate laturi are un poligon convex cu 1127 diagonale ?

R. C? —n=1127, n=49,
23) Pentru ce numere navem n!<C,, ?

R. n < 6. Pentru n > 7 se aratd prin inductie ca C, <n! adica
(nh)® > (2n)!

24) Care este numarul termenilor irationali ai dezvoltarii

[{/2+43f™.

2003 2003-k k _
R. 1947. Avem > C;p;2 ° -37,cuk="7tsi % € Zsi
k=0

deci k=355—-7 cu 1<s<5h7.

25) Fie f =(X +D"(X*+D)"*(X>+D)"%..(X" +D])".
a) Sa se afle gradul lui f.
b) Sé se determine numerele zeC cu |z|=1si f(z) eR.



R.

a) Gradul este > k(n+1-k)= w _
k=1
b) f(cosa+isina) ERC}(Z:&,
n(n+1)(n+2)

. n (_1)k—1 )
26) Sa se calculeze S = Z—C .

~ k+1 "
R. Avem
n _ k—l' n
sy LMo LS s L (anrtensaa)
S (K+D(n-k)! n+1 &H n+1

27) Fie numerele naturale n > k. Calculand coeficientul lui X* din
polinomul

f=@+X)"+ XA+ X))+ XA+ X)) +...+ X"
sisearatecd CX+C‘}+..+C?, =Ck .
R. Avem

a =Cf+Cl+..+C2,

n n+1
f=(1+X) (1 X J=(1+X)n+1_xn+l

L XU asxym
1+ X

si

si deci a, =C¥ ;.

(3n)!
6(n!)*

28) Sa se arate ca numarul N = este Tntreg.

R. N=C)*C)*.

29) Si se determine f eZ[X], f=X"+a, X" +..+aX +a,

daca | f(L+1) |= 1si f are toate radacinile reale.



R. Avem

f :ﬁ(x —X,) si deci | f(1+i)|:ll[|l—xk +i |=ll[1/(1—xk)2 +1=1si
k=1 k k=1

=1

deci 1-x)?>=0, Vkeln.

30) Si se afle a si b daca f=2X*+3X*+aX?-1,
g=2X2+X —b sigdivide f.

(b—a+1) X+ b(a+b-1)
2 2

R. Impartim si gasim restul -1=0 si

decia=2, b=1sau a=1, b =-1.

31) Sa se determine a si b daca radacinile ecuatiei
x* —8x° +ax® +8x +b =0 sunt in progresie aritmetici.

R. Fie oo—3r, o —r, oo+ r, o+ 3r radacinile.
Avem 40=8 si 2o(a’-r?)+2a(a’-9r°)=-8 si apoi
o =2, r==+1sia=14, b= -15.

32) Si se descompuni in R[X], f = X®+5X* -36.

R. Avem
f=(X*—4)(X*+9) = (XZ=2)(X?+2)((X? +3)* —6X?)=
=(X =v2) (X +/2) (X2 +3=/3 X) (X2 +3++/3X).

33) Sa se determine radacinile polinomului f eR[X],
f=X"+2X°>-X*+axX®+bX?+cX +d stiind ci x =i este ridicind
dubla.

R. Cum f e R[X] rezultd ca si X, =—i este radacina dubla si f
divide cu (X2 +1)2. Dupa impartire gasim a=1, b=-2, c=0, d=-1si

+i/3

radacinile 1 si _17 .



34) Si se determine a daca ecuatia x* —ax® +6ax—8(a+1) =0 are
radacinile 1n progresie geometrica.

o . e
R. X, =—, X, =a, X; = ad. Se scriu relatiile lui Viéte.
q

35) Sa se determine f e Q[X], f #0 de grad minim care admite

radacina \/g — \/5 .

R. Punem X =+/5—+/2 si avem
x2 =7 - 210 =210 =7 — x* =40 = 49 —14x? + x*
si deci
f=X*"-14X?+0.

36) Se arata ca daca g=aX®+bX*+cX +d EQ[X] are radacina
V5-/2 rezulti a=b=c=d =0.

37) Daca f =(X+1)"+ X" +1 are radacinile X, X,,...,X, sa se
calculeze S =)' ! .
12— X

R. Notam vy, ZZL , punem Y = > ! si elimindm pe X.
X

X -
Avem (3Y —1)" +(2Y —1)" +Y" =0 adica
@ +2"+1Y"—CH3 42"y =0

.. Z - n(3t+2m)

— 3" +2"+1



38) Fie f e R[X], f =X"+aX +b, n>3.
a) Pentru n = 2003 sa se determine a si b daca restul impartirii lui f
la X?+ X +1este X +2.

n n
b) Si se determine n, a, b daca s, = fo =18, = Zszl.
k1 =

R.
a)Fie o cu o +a+1=0 Avem o’ =1si ™ =a’;a=2,b=3

n
b) Daca n>4 rezulta contradictia ZXkZ =0. Deci n = 3 si apoi
k=1

39) Fie a,b,c,d numere reale nenegative date. Sa se rezolve in

multimea numerelor reale sistemul
X+y+axy=Db

y+z+ayz=c.
X+z+axz=d

R.
Prin inmultirea cu a a fiecarei ecuatii si adunarea lor obtinem :

(ax+1)(ay+1)=ab+1
(ay+1)(az+1)=ac+1
(az+1)(ax+1)=ad +1

Cu notatiile
u=ax+1 A=ab+1

v=ay+1 B=ac+1
w=az+1 C=ad+1
vom avea sistemul :

uv=A
vw=2B ¢,
wu=C

a carui rezolvare se lasa in seama cititorului.
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40) Fie zeC"® pentru care Rez<—%. Sa se arate ca

1 1 . C
Z+—+— € R daca si numai dacd zeR.

z
R.
Fie r =|z|. Avem
1 1 1 1 1 1
2+=+ SRS 1+ + =T+ + 5 & T (P +2+])=
z 2 z 2 7 7

~7 (2 +2+1) 0 27 (2-2)-22(2-7)~(2-2) (2+2) -0
@(Z—E)(r“—rz—ZRe z)=0,
unde am avut in vedere ci 2-7:|z|2 =r’sici z+Z=2Rez

Insa r*—r?—2Rez=0 (deoarece ecuatia de gradul al doilea
x* —x—2Re z =0 are discriminantul 1+8Re z care este strict negativ).
Asadar,

1 1 -
I+t—+—eRoz2=7.
z 2

Dupa cum se cunoaste, ultima afirmatie echivaleaza cu zeR.

41) Fie z e C" astfel incét z3+i3 <2 Atunci |z+3<2.
z z
R.
Avem
3
(z+1) :23+%+3[z+lj.
z z z

Notand t = Z+1 , te[O,oo), obtinem :

z

3
=741 = z3+%+3(z+1j < z3+i3 132+ <243,
z z z z z

11



Prin urmare, obtinem t*—3t—2<0, adica (t+1)°(t—2)<0, ceea

ce inseamnd ¢ t €[0,2], de unde concluzia.

42) Fie z e C" astfel incat |z° +i‘5 < 2. Atunci z+1 <2.
z z
R.
1Y 1 1
Din (ZZ+—ZJ = 26+—6+3(22+—2j obtinem (ca mai sus)
z z z
22+i2 <2.
z
Dar
2
(z+1j =" +=+2,
z z
deci
1 1
z+=| =+ S+2 |+ S|+2<2+2=4.
z z
Prin urmare
z+1 <2.
z

43) Sa se arate ca, daca polinomul feC[X],
f (X ) =aX?+ X +y, are radicinile de modul 1, atunci si polinomul
g(X)=|e|X?+|8| X +

;/| are aceeasl proprietate.

R.
Pentru « =0, polinomul are forma f =X+y, F=0, deci

pentru raddcina X asa, avem |x| :‘% =1.

12



Polinomul g(X):|,B|X+|}/| are radacina X=—‘%‘ si deci

=H _
p
Pentru ¢ =0, f are radacinile de modul 1 daca si numai daca

B

polinomul f,(X)=X?+2 X +Z are radacinile de modul 1.
(24 (24

Cu notatiile u zﬁ,v:Z , avem fl(x): XE4ux +y .
a a 9, (X)=X2+]u|X +]v|

Fie x,X, radacinile polinomului f, i z,z, radacinile
polinomului g,.

Cum x,X, =V, avem |xx,| =|v|, deci |v|=

Deoarece X, +X, =U, rezultd |u] =|x +X,| <|x|+|x,| < 2.

Asadar g,(X)=X?+[u[X +1, unde |u|<2.

Pentru |u|=2, avem g,(X)=(X +1)°, deci z =z, =-1, de unde
2] =[z,|=1

Pentru |u|<2,avem A= |u|2 —4 <0 si atunci

~ —|u|J_ri,f4—|u|2

Zl,Z_ 2 '
deci
uf* +4—uf
= = —:1.
|Zl| |22| 4
44) Fie m,neN" si a(m, n
& = 5 ( { kzzll k+1 \/_+k\/k+ }

a) Se cere forma lui n, astfel incat a(m,n)e Q(N) ;

b) Pentru m=999 se cere cel mai mic numar natural n, pentru
care a(m,n) este rational (natural).

13



R.
Dupa amplificarea termenului general din suma de mai sus cu
conjugata numitorului, obtinem

a(mm = -3 o |-

a) Prin urmare, forma lui n, pentru care a(m,n)eQ(N), este
n=(m+1)s®, unde seQ,(seN).

b) In acest caz, a(m,n)=2a(999,n)= no_|n_tin
m+1 1000 10YV10
Ca atare, cel mai mic numar natural n, pentru care a(999,n)eQ,
este 10, iar cel mai mic numar natural n, pentru care a(999, n) e N, este

1000.

45) Fie k e N* si polinomul B (X)=X""+ X"+ .+ X +1.
Sa se arate cd, dacd m,neN", (m,n)=1, atunci polinomul R, (X)P,(X)

n

divide polinomul P, (X).

R.

Se stie ca, dacd (m,n)=1, atunci (X"-LX"-1)=X-1.
[Intr-adevar, fie z o radicind comuni a polinoamelor X" -1 si X" —1.
Din  (mn)=1=  existi kleZ cu nl+mk=1. Atunci
z=zm™" :(z”‘)k(z”)I = 1.1' =1].

Putem scrie

X"-1= Pn(X)-(X —1) si X™-1= Pm(X)‘(X —1),
unde (P,,P,)=1. De asemenea X™ -1=P_ (X)(X -1).

Cum X™ —1=(X"=1)( X"+ X"+ +1), de unde X" -1
divide X™ —1, deci P, divide P, . Analog, P, divide P, .

Cum (P,,P,)=1, rezulti ca P,-P, divide P, .

n’'m

14



46) Fie ne N, n>1. Sa se¢ arate ca, pentru orice z€ C, avem

QjﬁsgﬂRe Z +Q/’|Im 2|

R.
Fie z=x+iy, unde X,yeR. Inegalitatea din enun{ revine la

2{‘/ X2 +y? < QerQﬂT , care este echivalentd cu x*+y° < (2«”/X_2+ 2\”/?)% :

care la randul ei este echivalenta cu
2n-1
X2 +y?<x*+C;, (Zx”lxz) 2y 4P,

inegalitate ce este evidenta.

15
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ALGEBRA

EXERCITII PROPUSE

1) Se considera expresia E(x)= ))((—Jri , xeR\{1}.

Sa se determine :
a) toate numerele rationale X pentru care E(X) este numar intreg ;

b) toate numerele intregi X pentru care fractia este numar intreg.

2) Se considerd multimea A= {(X, y) e NxN|4x+3y :1980} .

Sa se determine cardinalul multimii A.

3) Sa se determine multimea {10x+3|xeN}N{12y+7|yeN}.

4) Se considera multimile A:{XGZ|X:11 k,+8, kleZ},
B={xeZ|x=4k,, k,€Z} si C={xeZ|x=44 k+8, keZ}.
Sa se arateca A(1B=C.

5) Sa se determine numarul de elemente al multimii

2

" +3 hep 2,...,50}}.

n-+n

M :{Xtexz

6) Sa se determine toate multimile finite X < R cu proprietatea :
V xe X = x+|x|eR.

7) Fie a/b,ceZ numere impare. Sa se arate ca
{xeQ|axX’ +bx+c=0}=0.

17



8) Fie a,beR. Sa se arate ca, daca a+b+1=0,a=b,ab=1
sau b:T si a>4, muliimea A={xeR|x’+ax+b=0}U
U{xeR|x*+bx+a =0} aretrei elemente.

9) Si se determine radacinile ecuatiei x* +(m+9)x+m? -12=0,
stiind ca me R este o radacina a ecuatiei date.

10) Sa se determine valorile parametrului pe@Q si radacinile
.. 1 ..
X,, X, ale ecuatiei x* —(p+1)x+ p? +7 =0 stiind cd X, = 2X,.
11) Sa se rezolve ecuatia de gradul doi cu coeficienti reali

Px*—Ax+S =0, stiind cd A, S si P sunt respectiv discriminantul, suma
si produsul radacinilor sale.

12) Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi. Sa se demonstreze

i) ecuatia x°— 2a(b + C)X + 2(b — C)2 —1=0 are radacini reale si
distincte ;

i) ecuatia a’x® —2(b2 —CZ)X+ 2(b2 +CZ)— a® =0 nu are radicini
reale ;

iii) cel putin una din ecuatiile x*—-2ax+2bc=0,
x? —2bx+2ac =0, x* —2cx + 2ab = 0 nu are radicini reale.

13) Fie a,b eR, ie{l, 2,...,n}. Sa se arate ¢a :

i) (Zn:afj xz—Z(Zn:aibij x+S b?>0, V xeR.
i=1

i=1 i=1

) (gon <5 84)

Precizati cand are loc egalitatea.

18



i) (Zaj[zaij >n’, daca &, >0,Vie{l 2...,n}.

i=12 i=1 4
Cand are loc egalitatea ?

14) Sa se arate ca oricare ar fi a,b,c >0 distincte, ecuatia

(a+b+c)x? —6x+ 1, % +1 20 nu are radacini reale.
a c

15) Fie a,b,ceR cu a=#0,c#0 si X;,X, radacinile ecuatiei
ax® +bx+c=0. Si se determine ecuatia de gradul al doilea ale cirei
ax, +b _ax, +b

radacini sunt y, e 270 .
X, +C X, +C

16) Se considera ecuatia X —mx+2=0 ce are radicinile x,X,
(m € ]R) .
1) Aratati ca

, 1 1 1 21

1
E=X+S+X+5+—+—+—>0,V mekR,.

X X X%
ii) Determinati m astfel incat E sa aiba valoarea cea mai mica.

17) Fie p,geR astfel incat p*>—-4q>0, p<0 si q<0. Daca

X,X, sunt ridicinile ecuatiei X*+px+q=0, si se calculeze

VX e A+ 4 s 8+,

18) Fie x,,X, riddcinile ecuatiei X*+ax+1=0 si X,,X,

radicinile ecuatiei X* +bx+1=0. Si se arate c
(6 =%;) 06 = %5 ) O + %, ) (X, +%,)=b* —a’.

19) Daci X,,X, sunt radicinile ecuatiei X*-x-1=0, si se
calculeze :

19



2 2
i)E—X1+X1+1 X; +X, +1
1~ ’
xZ-3x, +1 x2-3x,+1

XX+l xS +1
XX +2 X3+2

200 Sa se determine meR, astfel 1incat ecuatiile
2x? —(3m+2)x+12=0, 4x*—(9M-2)x+36=0 si aiba o radicini
comuna.

21) Daci ecuatiile x> +ax+b=0 si x* +cx+d =0 au o radicini
irationala comuna si a,b,c,d € Z, aratatica a=c si b=d .

22) Sa se determine numerele m si n astfel incat multimea

{xeR|mx*-(3m-4)x-6(m-1)=0}N
N{xeR|(n-1)x*~(n-1)x+6(n-2)=0}
sd aiba doud elemente.

23) Sa se determine m e R astfel incat mulfimea

{xeR|[(3M+1)x* +(3m+2)x+2m+5=0}U
U{XGR|(2m+5)x2 +(3m+2)x+3m+1:0}
sd aiba trei elemente.

24) Sa se determine valorile reale ale lui m astfel ca ecuatia

......

25) Sa se  determine meR astfel ca  ecuatia

vvvvv

20



26) Daci x,y R astfel incat x+2y =1, aritati cd x> +y° > %

27) Daca numerele reale X si Yy verifica relatia
x? +y? +168 = 24x +10y, atunci x € [11,13] si y €[4,6].

28) Sa se determine me R astfel ncat
x> +(m+1)x-5

> <3,V xeR.
X —Xx+1

—-7<

29) Pentru ce valori ale lui m, (m—2)x? +2(2m-3)x+m-2<0,
oricare ar fi x<0 ?

2X% —4x +1

30) Sa se determine valoarea minima a expresiei .
x> —2x+3

31) Sa se determine valorile lui m pentru care trinomul
(2m+5)x* —2(m+1)x +1 are un maxim mai mare decit 5.

32) Fie familia de functii de gradul al doilea :

f,(X)=x*-2(m-1)x+m, meR.
1) Sa se arate ca varfurile parabolelor asociate acestor functii se
gasesc pe o parabola ;
i) Sa se arate ca varfurile parabolelor asociate functiilor f_ se

gasesc sub dreapta y = %
33) Fie functia de gradul al doilea :
f (x)=mx*—(2m-1)x+m-1, m=0.

Sa se determine m astfel ncat varful parabolei asociate acestei
functii sa se gaseasca pe prima bisectoare.

21



34) Se considera functia f:R >R, f(x):‘xz—3x+2‘+|x—a|

unde aeR.
i) Sa se reprezinte grafic functia f. Discutie ;

ii) Sa se determine a astfel incat f (IR)=[0,+0).

35) Fie functiile f,g:R—>R, f(x):2x—1+|x|+|x—14 si
9(x)=x>-2x+2, V xeR.Calculati fog si gof.

36) Se considera functiile f,g:R—R date de f(x)=x*+x+2
si g(x)=x*—x+2. Sa se arate ci nu existd o functie h:R —R astfel

incét (ho f)(x)+(hog)(x)=(go f)(x), V xeR.

37) Sa se rezolve urmatoarele sisteme :

2y —x* =1 , ,
5 l2z_yr o1 i {(X;l) ly+1) =27
a1 (x2 +1)(y? +1)=10xy
x>+ xy+y? =37 .
i) Ix?+x2+22 =28 ; V) {X TyTr=3,
Xy+X2+yz=3

y>+yz+2° =19

X+y+z=24 X*+y*+z=4
V) <Xy =48 . Vi) {X+y+2°=6
X? +y?=17? Xy+XZ+yz=5

38) Sa se arate ca \/4+ﬁ —\/4—\/7 =2,
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39) Sa se verifice egalitatile :
i) 39445 +39-445 =3 ;
i) §/41+20v2 +§/41-292 =2
iii) 8/26+153 +§/26-15./3 =6

40) Sa se arate ca X, =£{/7+4\/§ +§/7—4\/§ este radacina a
ecuatiei x® —30x* +40x>+24=0.

41) Sa se rezolve inecuatiile

X
a —2>X;

b) >X;

x-1

X .
C) EZ|X| ;

X
d) |——|>1x|.
)‘x—l |X|

42) Fie P(X)z XG—X3+1€R[X] si fie £ C o radacina a lui
P(X). Sa se demonstreze ca :

a) P(85)=0 ;

b) P(X)=(X —&)(X —&°)(X —&7)(X —&")(X —&*) (X —=&*") ;

C) Pentru orice numar natural m polinomul Q(X)z X4 X% +1
nu se divide cu P(X).

43) Se considera matricea

a) Si se calculeze A*;
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b) Sa se demonstreze ca A’ =2-A ;
) Pentru fiecare numar natural n>1 sa se determine numerele

naturale x,,y, astfel incat A" =x A’ +y, A.

44|:ieA—1:L M. (Z
) —1062(2)-

a) Si se calculeze matricea A+ A® ;
b) Si se calculeze matricea A° ;

00 : . 1 0 .
c) Daca 0= este matricea nuld si | = matricea
00 01

unitate, 0,1 €M, (Z,), si s arate cd F =1{0,1, A A%} este corp in raport

cu adunarea si inmultirea matricilor ;
d) Sa se demonstreze ca orice corp K cu 4 elemente este izomorf
cu corpul F de la punctul precedent.

45) Fie meR si
A Z{XERl mx’ +(m+1)x+m—1:O}U{ (m—l)x2+mx+m—l:0}

a) Sa se demonstreze ca pentru orice me R multimea A, are cel
mult 4 elemente ;

b) Sa se determine numarul de elemente ale multimii A pentru
m=0,m=1,m=7;

c) Sa se determine meR astfel incat mulfimea A, sa aiba 4
elemente.

46) Sa se rezolve inecuatiile :
a) Inx>In|x-1 ;

X+3

b) In . >In(x-1);

X+3
X_

>In|x-1.
1

c) max(ln X, In
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47) Consideram matricea

011
A=|1 0 0|eM,(R).
110

a) Si se calculeze matricele A*, A® ;

b) Sa se demonstreze ca pentru orice N e N existd numere naturale
X, Y, astfel incat A" =x ,A+y,l, (unde I,eM,(R) este matricea
unitate) ;

C) Sa se determine in functie de n € N numerele naturale x,,y, de
la punctul b).

48) Fie a,b,c e R. Pe R definim legea de compozitie * prin
X*y =axy +b(x+y)+c

a) Sa se decida daca legea de compozitie * este asociativa pentru
a=2,c=1,b=4;

b) Sa se determine o conditie necesara si suficientd pentru ca legea
de compozitie * si fie asociativa.;

) Sa se decida daca legea de compozitie * are element neutru
pentru a=2,c=1,b=4;

d) Sa se determine o conditie necesara si suficienta pentru ca legea
de compozitie * sd aiba element neutru.

49)
a) Sa se rezolve ecuatia

‘x2+x—1‘:x , XeR ;
b) Sa se demonstreze c¢da pentru orice melR, ecuatia
‘Xz + X —1‘ = mx are exact doua solutii reale.

50) Fie P(X)eR[X].

a) Daca restul impartirii lui P(X) la X -1 este 2 si restul
impartirii lui P(X) la X +1 este 3 si se determine restul impartirii lui
P(X)la X?-1;
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b) Daca restul impartirii lui P(X) la (X —1)* este X +1 si restul
impartirii lui P(X) la (X +1)2 este X —1 sa se determine restul Tmpartirii
lui P(X) la (X2 -1f.

1 & &°

—14+i
51)Fieg:1_Th/§siA: g 1 ¢
e & 1

a) Si se calculeze matricele A? si (I, +A) ;

b) Sa se calculeze in functie de n e N matricele A" si (I )+ A)" ;
C) Sa se determine ne N astfel incat
(I, + A" =1, +341A
(1, este matricea unitate din M,(C)).

52) Pentru a,b € R notam

a 0 b
M(a,b)= 0O 0O eMg(]R).
b 0 a

a) Sia se calculeze in functie de a,b,c,deR matricea
M(a,b)-M(c,d) ;
b) Sa se demonstreze ca
G={M(ab)|abeR, a’+b* =0}
este grup in raport cu inmultirea matricilor. S& se precizeze care este

elementul unitate al acestui grup ;
C) Sa se demonstreze ca

H={M(ab)labeQ, a*+b* =0}
si
K={M(ab)labeZ, a’+b* =0}

sunt monoizi in raport cu inmultirea matricelor si sd se determine
elementele inversabile ale acestor monoizi.
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53) Fie aeR. Se considera inecuatia
X—a
x-1
a) Sa se rezolve inecuatia pentru a =0 ;
b) Sa se rezolve inecuatia pentru a =1 ;

C) Sa se discute si sd se rezolve inecuatia in functie de parametrul

>X, XeR.

aeR.

54) Sa se rezolve ecuatiile :
a) log,(x—1)= Iogz(x2 - x—16) ;
b) log,(x—-1)° = Iogz(x2 - x—16).

55 Fie A<[ 1 °leM. (R
) =, g)<M:AR).

a) Si se calculeze A% si A® ;

b) Sa se calculeze in functie de ne N matricea A" ;

c) S se calculeze in functie de neN matricea (1, + A)" (1, este
matricea unitate din M, (R)).

56) Pe 7 se considera legile de compozitie * si o definite prin
X*y=X+y+1,

Xoy=X+y-1, X,yeZ
a) Sa se arate cd (Z,*) si (Z,°) sunt grupuri ;
b) Sa se construiasca izomorfism de grupuri.
f:(Z,%)>(Z,+),
9:(Z,0)—>(Z,+),
h:(Z,*)—>(Z,°) .

57)
a) Fie x,%,, % € R.

Sd se demonstreze ¢ X + X5 + X2 — X, X, — X, X; — X, X, = 0 daci si

numai dacd X, = X, = X;.
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b) Fie x,X,xeR astfel incat x, +x,+x,#0. Sa
demonstreze ca

dacd si numai dacd X, =X, =X, ;

c) Fie a,b,ceQ si re R—Q. Sa se rezolve sistemul
ax+hby+cz =rx
bx+cy+az=ry.
cX+ay+bz=rz

58) Sa se rezolve inecuatiile :

a) Jx+1l>x-1;
b) Vx+1>[x-1 ;

c) y(x+1)>[x-1.

59)
a) Sa se determine m e R astfel Tncat

(Mm+1)x* +2(m+1)x+m>0
pentru orice meR ;
b) Sa se determine me R astfel Tncat

(Mm+1)x* +2(m+1)x+m>0
pentru orice xeR, x>0 ;
C) Sa se determine me R astfel incét

(Mm+1)x* +2(m+1)x+m>0
pentru orice XxeR, x>1.

60) Fie G un grup cu proprietatea x*> =1 pentru orice xeG.
a) Sa se demonstreze ca G este abelian ;
b) Pentru orice subgrup H al lui G notam
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xH ={xh|heH}.
Sa se demonstreze ca H W xH este subgrup al lui G.

c) Daca G este grup finit sa se arate ca ordinul Iui G este o putere a
lui 2.

61) sa se rezolve inecuatiile :
a) X +2x>x°;
b) ‘xz +2x‘ >x3;

c) x*+2x >|x|3.

62) Fie neN, n>1.
a) Demonstrati ca
1+Cl+C2 +---+C =2";
b) Determinati in functie de n, cel mai mare numar natural k astfel
incat 2k <n si demonstrati ca
1+C2+Cl+---+Cl =2"";
) Determinati in functie de n, cel mai mare numar natural k astfel
incat 4k < n si demonstrati ca
14C*+C% 4 ...+ C* =1[2"-l 422 cosn—ﬁJ ;
2 4
d) Demonstrati ca
T+ X 4+ X" = (X =1)" +CH (X =1)" " +C2(X -1)" " +
+--+C1 % (X =1)+n '
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ANALIZA MATEMATICA

EXERCITII REZOLVATE

1) Fie a un numar strict pozitiv si f:[0,a] >R o functie

continua. Sa se arate ca exista

Iiml'[ f(t)dt
oo X0

si sa se calculeze aceasta limita.

Solutie
Deoarece f este continua, aplicam teorema de medie si gasim
pentru orice 0 < x<a cate un numar 0< C(X) <X cu proprietatea ca
X

I f(t)dt=f(c(x))-(x-0)=x-f(c(x))

0

deci
1X
—| f(t)dt=f
a1 (e00)
Fie acum un sir (x,) format cu numere 0<x, <a asa ca
limx, =0.

Avem pentru orice n

x

n

f(t)dt="f(c(x,)).

Rezulta ¢ limc(x,)=0, prin urmare IirEnf(c(xn))zf(O)

L
Xn

O ey

(deoarece f este continua n 0).
Rezulta in final ca
lim = [ £ (t)dt =tim £ (c(x,))= f (0)

n
XnO
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2)
a) Sa se arate ca pentru orice X € R avem inegalitatea :

1-x2

1+ X2 =1

b) Sa se demonstreze identitatea

2

X
arccos > =2arctg x

1+x
pentru orice x €[0,0).
Solutie
a) Avem de aratat ca
2
—1s1_xzsl
1+x

ceea ce este echivalent cu (inmultim cu 1+ x* >0)

“1-x*<1-x*<1+%*
2

evident. Daca x > 0, inegalitatile sunt stricte, deci <1.

2

1+ X

b) Functia (p:[—l,l]—)R : qp(u)zarccosu , este derivabila pe

(-1.1) si ¢/(u)=— 1iu2 .

2

Fie f:[0,0) >R, f(x)=arccos

> Se poate scrie ca o

1+X

compunere de functii f=¢poh unde avem schema

[0,00)—5[-1,1]—2> R, h(x) = i_ii

(deci h este derivabild) si ¢ a

fost definitd. Deoarece pentru X >0, —1<h(x)<1, rezultd, cu teorema de

derivare a functiilor compuse ca f este derivabila.
Avem, pentru x>0
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_ 1 '—4X B 2
B 2% 1+x? 14X

Functia g:[0,0) >R, g(x)=2arctgx este derivabild si

2
1+x%
Avem functiile continue f,g :[O,oo)—)]R cu proprietatea ca

f’(x) = g’(x) pentru orice x> 0. Deci exista o constanti reala C asa ca

f (x)—g(x)=C pentru orice x € (0,).
Din continuitate, prin trecere la limitd in x =0, avem de asemenea

9'(x)

f(0)-g(0)=C.
Dar :
f(0)=arccos1=0
g(0)=0
= f(0)-g(0)=0.
Deci C=0.
Prin urmare, f(x)—g(x)=0, pentru orice x>0.
Asadar, f =g
adica

X
arccos—— =2arctg x
1+x

pentru orice x €[0,00).

Observatie. Putem obtine C si luand valorile in x=1.
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3) Fie a un numar real, a = 0. Se considera sirul (x,) definit
astfel :

\/(1—a)2 n*+n?+1

X =
an?

n

a) Sa se arate ca sirul (Xn )n este convergent si sd se calculeze

limx, ;
n n
b) Pentru ce valori ale lui a avem limx, =2 ?
n

Solutie

a) Avem, daca a=1:
1
N 4/n2(1+nzj n\/1+l2 \/1+12
X = = = n = n >0.
n nZ n2 n2

Daca a =1, avem succesiv

2 4 1 1
X \/(1a) n {H(l—a)z n2+(l—a)2 n“}

n 2

an
1 1
1-a) -n*- [1+ +
(1-2) \/ (1—a)2 n? (1—a)2 n ~
B an’ B
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=H\/l+( 1 + 1 ,|1_a|.

a 1—a)2 n? (1—a)2 nt " a

Deci, Tn toate cazurile :

: 1-a|
limx, =——-.
n a

b) Trebuie sa avem
L-a|
|
a
adica |1—a| =2a.
Daca a>1, revine la a—1=2a < a=-1, imposibil.

Daca a<1, revine la 1—a:2a<:>3a:1<:>a:%.

. . 1
Unica solutie este a = 3

4) Se considera functia f :[0,00) —> R, definita prin

f(x)=

1 , dacax=0
x*, dacax>0’

a) Sa se arate ca f este continua ;

b) Sa se arate ca f este derivabila pe (O,oo) si sd se calculeze
f'(x) pentru x>0 ;

C) Sa se arate ca f nu este derivabila in x=0.
Solutie

a) Avem de studiat continuitatea lui f in O (in rest, f este banal
continua).

Avem, pentru orice x>0, In( f (x)) =xInx.

34



Atunci :

!

lim1n (£ (x)) = limx Inx = lim Inx_ . (Inx) _

x—0 x>0 1 x—0 1 P
X X

1
~lim - ~lim(-x) =0.
X

(am folosit regula Iui I’Hospital ; se vor verifica ipotezele de
aplicabilitate).
Atunci :
. e an(f(x) _ Nmin(f()) o
leirolf(x)_lxlme =e =e’ =1=1(0).
b) Din nou, un procedeu asemanator.
Pentru x>0, avem f (x)=e""® —e*"* deci

f'(x)=e"(xIn x)' :xX[In x+x-1):xX (1+Inx).
X

c) Avem limInx=—-oo,limx*=1 (cum

x—0 x—0
lim f'(x)=—o0.

x—0

am vazut), deci

Cu consecinta teoremei cresterilor finite (deoarece f este continua),
avem

f'(0)=lim f'(x)=—o0

x—0

deci f nu este derivabilain x=0.

5) Fie f:R — R, functia definita astfel :

f(x)=1 ,

—x? , dacax<0
x2 , dacax>0
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a) Sa se arate ca f este derivabila si sa se calculeze functia derivata
f"R—>R;

b) Sa se arate ca f este de doud ori derivabila pe R\{0} si nu este
de doua ori derivabila in O ;

Solutie
a) Tn orice punct x =0 avem

F(x) = —2x, dacax<0
“|2x , dacax>0

Cu consecinta teoremei cresterilor finite (deoarece f este continua
I...verificare...!) rezulta ca

Deci exista f ’(0) =0.
Avem deci derivatd in orice punct XeR. “Formula” derivatei
f":R—>R este
-2x , dacax<O0
f'(x)= :
2x , dacax>0
-2 , dacax<0
b) Avem f"(x)= .
2 , dacax>0

Tn punctul x=0, vom aplica functiei continue h= f’ consecinta
teoremei cresterilor finite.
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Deci h nu este derivabila in x=0, adica f' nu este derivabilad in
x =0, prin urmare f nu este de doua ori derivabila in x=0.

6) Fie a>0. Se defineste sirul (x,) , dupd cum urmeaza:

x=va
X, =+J@+X, , pentru orice n>1.

a) Sa se scrie termenii X, X,, X; ;
b) Sa se arate ca sirul este strict crescator ;
C) Si se arate cd sirul (X, ) este marginit ;

d) Sa se calculeze limx, .
n

Solutie

a) X, =x/5, X, =«fa+\/5, X =«/a+»\/a+«/5.

b) Avem x, > x, (evidentv.1.)

Admitem ca X, > X, ; si ardtam ca de-aici rezultd cd x,, > x,. Cu

n+1

pasul precedent va rezulta (inductie) ca X,,, > X, pentru orice p, deci

p+1

(Xn )n este strict crescator

Xpy =+JA+X, >\Ja+X ;=X

n

(folosind ipoteza X, , <X, =a+X, , <a+X, =./a+X,_, <a+x, etc..
C) Avem de aratat ca exista M >0 asa ca x, <M pentru orice n
(deoarece (X, ). este strict crescator).
n
“Ghicirea” marginii M se face astfel : daca (Xn)n este convergent,
atunci limita sa | =supx, .

Dar, | (despre care nu stim ca exista in R !) ar trebui sa satisfaca
ecuatia obtinuta prin trecere la limita in relatia de recurenta
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XI’H—l = \la—i_xn

|=Va+l < l’=a+l<1?-1-a=0.

Radacinile sunt
1++/1+4a
b=

adica

1++/1+4a

Solutia negativa nu este acceptabila. Ramane | = >

1+V1+4a

Prin inductie se aratd cd X, <

X 2
In adevar :
X, :J§<1+— '1;4a<:>2\/§<1+x/1+4a =
< da<l+l+4da+241+4a
evident.
Apoi, admitem ca X, < # :
X = Jatx < l+\/2+4a Sa+x < 1+1+4a22\/1+4a -
« < 1+2a++1+4a Ca- 1++1+4a
! 2 2
evident.
d) Din cele ce preced, rezultd limx, = %
7) Sa se calculeze :
_[ l_ dx
5 2+sinX
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Solutie
Avem [sinx|<1, deci 2+sinx>0 pentru orice xR si numitorul
nu se anuleaza.
Se incearca folosirea schimbarii de variabila standard
X
tg= =t
2

care nu poate fi folosita pentru X =7 .
In consecinta, vom proceda astfel :

a) Definim functia | :[0,7[] >R, | (a) :J.2+i-in de.
0

Vom calcula I (a), pentru O<a<z.

I(a)= dx
(3) !2+sinx
se calculeaza cu schimbarea de variabila
Xx=0=t=0
X
g—=t= a
2 X=a=t=tg—-
2
U
gzarctg t= x=2arctg t (v.intervalul )
= dx=2——>dt.
1+t
tgﬁ—t:sinx—
2 1+t
Integrala devine
)3 tg% 2
1 2 1+t 2
I(a)= . dt = : dt =
() £2+ 2t 1+t !2(t2+t+1) 1+t?
2
1+t
tg2 t93 tg2
= L dt = L dt = | L dt =
0 0
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2th+1

_2 arctg 2+l 92 = 2 arctg —2— —arctg L
3 NERRING) NE] NE]
a
5 2tg—+1 -
=—|arctg—&—-=

B B 6

a 2tg§+1
Deoarece limtg— =00, vom avea lim

2
asr T 2 a7 ,3
a<w a<r

a
219 —+1
limarctg 2 T i 2 (7[ ”j

o B2 Tt B
b) Avem : integrala cerutd este | (z)=liml(a)=—=.

ar 33

8) Sa se calculeze :

Solutie
a) Intai facem impartirea x* :(X2 +1) , adica

X | x% 41

4
—x*—x? x? -1
/—x?
x2+1
/[ 1



Catul este x? —1, restul este 1, deci
x* :(x2+1)(x2 —l)+1,
deci
4
2X =x*-1+ —.
X +1 X +1

tox
-([x2+1 _[x —1 dx+_[

X3 1 12 T 2
=| Z—x || +arctg x| =-+arctgl="=-=.
3 0 0 3 4 3

b) Rezulta

X:

Observatie. Referitor la prima parte, puteam scrie

¥ ox*+xi-x2 , =X , —Xx*-1+1
> = > =X"+ > =X —|——2 =
X“+1 X“+1 X“+1 X“+1
=x*—1+—— etc.
X +1

9) Sa se reprezinte grafic functia f : R — R, definita astfel:

p-x|
f(x) = < , daca x=0

0 , daca x=0

Solutie
Avem f(—x) = —f(x), pentru orice X € R .

Este suficient sa desenam graficul pe [0, «), graficul fiind simetric
n raport cu punctul O (0, 0).

Fie deci restrictia ¢:[0,0) >R, ¢(x)=f(x) (deci p="f/y ).
Avem
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0 , daca x=0
1

o(x) ===~ Ly , daca O<x<1
X X
2
X l:x—1 , daca x>1
X X

Iing(p(x) =00, lim@(X) =o. Dreapta x = 0 este asimptota verticala.
X—> X—>00

tim %) _ jim (1— %jzl si lm((p(x)—x)= Iim[(x—a—x} =0.

X—0 X X—00 X—>00

Prin urmare, dreapta y = X este asimptota oblica la « (ea va fi
asimptota oblica si la —oo, din motive de simetrie).

(P'(X)=—1—i2<0 pe (0, 1). Avem limg'(x) =-2.
X X"

o'(X)=1+ iz>0 pe (1, o). Avem limg'(x)=2.
X XN\l

Deoarece ¢ este continua, folosim consecinta teoremei cresterilor
finite si @, (1) =-2, ¢, (1) =2.

Asadar, punctul (1, f(1))=(1, 0)) este punct unghiular pentru

grafic.
: ~ " 2 ~ : " 2 ~
Derivata secunda: ¢"(x) = el daca 0 <x <l si @"(X)=— el daca
x> 1.
Tabel de variatie
X 0 1 00
f'(X) | - =212 +
f(x) 0 Ny 0 /
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ESTE + | -

Punctul O (0, 0) este punct izolat al graficului lui @, si prezentat
mai jos:

=<V

In punctul unghiular (1, 0) avem punct unghiular cu semitangente
de panta -2 (la stanga) si pantd 2 (la dreapta). Asimptota este reprezentata
punctat.

Prin simetrie, graficul lui f este urmatorul:
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10) Fie a>0. Se considerd functia f :(@,00) - R, definita prin :

f (x):(%:ja.
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Sa se arate ca exista lim f (X) si sd se calculeze aceasta limita.

X—>00

Solutie.
Pentru orice x >a, avem
X+a x-—a+?2a 2a
= =1+ —,
X—a X—a X—a
deci
2ax
x-a Tx_a

f (x):[1+ﬁ) = [1+ﬁ) *
X—a X—a

Avemn 1im—22~ ~ 0 si deci exista |im(1+ﬁj * e

x—o X —Qq X0 X—a
Deoarece
lim S =2a
x—>e X —a
rezulta ca exista
lim f (x)=e*.

X—>00

11) Se considera functia f :(0,1)w(1,2) >R, definitd prin :

f(x):(tg%xjxl‘l.

Sa se arate ca exista lim f (X) si sa se calculeze aceasta limita.

x—1

Solutie.
Functia este corect definitd, deoarece pe D =(0,1)\U(1,2) avem :
X r : X
Xx—=1#0 I —¢€|0,—|,deci tg—€(0,0).
si 7 < [ 2) g 2 < (0,0)

Limita este de tipul 1”.
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Pentru x e D avem
. TX . TX T

X X S'”(4‘4) S'”(4‘4]

th:1+£th—tg—):1+ =1+ pe— 2.

TX T
COS——-CO0S— COS—
4 4

Apoi ﬂ—x—zzz(x—l)e(—%,%j\{o}

4 4 4
sin(”—x—zj;to
4 4
pentru xeD.

Putem deci scrie, pentru xe D :

deci

COS%X 1 cos’%X x-1
sin%(x—l) sing ) 2
f(0)=||1+—4——2
COST

Paranteza mare are limita egald cu e (cdnd x —1), deoarece

sin%(x—l) —0.

Apoi,
sin—(x-1) sin=(x-1)
e(x)= 2 ! _ .2 1X
cos”2 x-1 % (x-1) 4 cos 2
4 4
sinz(x—l)
Deoarece Iirr11 4 T 1, avem
L x
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ol

In final, lem f(x)=e.

12) Fie f:R —> R o functie periodica. Sa se arate ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente.

a) Functia f este constanta ;
b) Exista lim f (x) ;

X—>00

Solutie.
1) = 2) este evident.

2)=1). Fie T >0 o perioada a lui f. Sa presupunem prin absurd
ca f nu este constanta. Fie deci a,b In R asaca f (a) # f (b)
Definim sirurile (x, ), si (Y,), dupdcum urmeaza :
X, =a+nT
y,=b+nT
deci limx, =limy =00,
Avem f(x,)= f(a) pentruorice n, deci lim f (x,)= f (a).
Lafel lim f (y,)=f(b).
Deci lim f (x,)=lim f (y, ), ceea ce este contradictoriu, deoarece

exista lim f (X)

X—00

13) Fie neN, n>2 si In(a)zn“_[ dx

1

,unde aeR. Sa se

n

X" +X
calculeze lim |, («).

n—oo
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Solutie.
Avem

n-2

= nalmdx.

Dacd ¢(x)=x"" avem ¢'=(n—-1)x"?, de unde, folosind formula
de schimbare de Variabilé obtinem :

ML B A P A
n- 1!¢(X )d n—lufﬂ(x)d Lﬂ(x)ﬂ“ld]
[j a ! thtJ:n“_ [ty —In(t+1)|1”“]=nna1(ln nn”_:11+|n2]

— +
Prin urmare
+00 ,daca o >1
liml, (a)=<In2  dacaa=1.
n% 0 ,daca o <1

14) Fie (an)nzo, un sir de numere reale, cu proprietatea ca
an—l+an+1 H * 3 3 o1
a, <211 pentru orice neN". Si se arate cd sirul (b,)
" 2

n/n>1’?

definit

prin b, =(n+1)a, —na,,,, neN", este mrginit superior.

Solutie.
Avem 2a <a ,+a,,, pentru orice neN" de unde, prin

inmultirea cu n, obtinem 2na, <na, ,+na,,,, pentru orice ne N".
Prin urmare

2a, <, +a,

<?2a +2a,
6a, <3a, +3a,

2na, <na,,+na,,
Insumarea acestor inegalitdti ne conduce la
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(n+1)a,<na,,+a,
adica
(n+1l)a, —na,,, <a,.
Prin urmare
b, <a,,
pentru orice n e N", adica sirul (b,) . este mérginit superior.

x5

15) Fie a, f eR, neN". Sa se calculeze IIm( Zk j

Solutie.
n
Daca £>0, cum limx” =0, obtinem Iim(n“ kXJ =1.
x\0 x\O0
Daca =0, cum x” =1, avem

limn“ ka—n (1+1+ +1} n“.n=n*?t,
x\0 %/—’

nori

Daca f <0, cum IILY(] x? = o0 avem urmitoarele cazuri :
X

1% @ +1=0. Tn acest caz avem de studiat Ilm( Zk ) . Suntem
nNia

in prezenta unei nedeterminari de tipul 1”, deci vom studia

Imgx'”£ ka )

N\

Avem

it et

Ny k=1 X

n

] k* —
Dar cum Ilmz
x\0 =)

< —Zlnk In deducem ca:
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i) pentru S+1=0 rezulta Ii\gg(n“ kXJ :e'”W:Q/m :

i) pentru S +1>0 rezulta Ii{fg(n“

]
=~
B3
N—
I
()
=]
I
[EEN

k=

[aN

iii) pentru f+1<0 rezulta Ii{fg(n“ k*
X -

—
I
+
8

2% a+1>0. Atunci Iim(n“ kxj —w.
x\0 =)

3% a+1<0. Atunci Iim(n“ ka =0.
x\O =)

16) Sa se determine functiile f :(0, oo) — R pentru care exista o
functie ¢:(0,0) >R si oceR astfel ca f(x)=limy’p(xy), pentru
y—®
orice x>0.
Solutie.
Fie f o functie cu proprietatea cerutd, iar « = f(1). Atunci

a=limy’p(y). Avem
y—o

FO)=1limy e (xy)=x7lim(xy)" o(xy)=x " -a

Prin urmare f (x)=ax", pentru orice x (0,).

Se verifici imediat ca functiile f:(0,0)>R, date de
f(x)=ax™?, pentru orice xe(0,0), unde aeR, verificd conditiile
impuse, anume putem alege (0:(0,00)—)]R, (p(x):ax"’, pentru orice
x €(0,0).
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17) Sa se determine functiile derivabile f:R—>R cu
proprietatile:

108 100

b) I X (f(x)+f(y)), pentru orice X,y e R.

Solutie.
Derivand, in raport cu y, in relatia de la b), obtinem

1 '
T =51+ F (V) +(y-x) F'(¥)),
de unde
f(y)="f(x)+(y—x)f'(y), pentruorice x,yeR.

Pentru x=0 avem

f(y)=f(0)+yf'(y), pentru orice yeR.
Vomavea f(y)=a+yf'(y), pentruorice yeR.
Pentru y =0 putem scrie

yi'y)-fly)_ a

y y

-]

O consecintd a teoremei lui Lagrange ne asigurd cd existd
constantele c, si c, astfel incat

adica

E+c y<0
fy) _Jy
y E+g , y>0
y

adica

a+cy , y<O0
f(y)={ ' .
a+c,y , y>0
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Din derivabilitatea functiei f sidin f'(0)=b, rezultd ¢, =c, =b,
deci f(y)=a+by, pentruorice yeR.

18) Fie neN", aeR, si

1
1, (a)= I X" (e* +a)-e*dx
0
a) S se arate ca sirul {I, (a)]  este convergent ;

b) Sa se demonstreze ca lim1, (a)=0.

n—oo
Solutie.

2)
Pentru orice neN" si aeR, avem:

la(a)-1, (a)=:[x“(eX +a)e” ™ (x-1)dx <0,

deci 1., (a)<l,(a) si prin urmare sirul (1, (a))n>1 este descrescitor.
Evident, I, (a) > 0. Obtinem astfel ca sirul din enunt este convergent.
b) Observam ca 0<X"(e*+a)e” ™ <x"(e+a)e, pentru orice
1

X 6[0,1]. De aici obtinem 0<1 (a) < 1

(e+a)-ee+a de unde, conform

lemei “clestelui”, rezulta lim 1 (a)=0.

n—oo

19) Fie neN".
a) Sa se arate ca

1<log, , n(n+1)(n+2)(n+3)<2;
b) Sa se calculeze

lim {Iog ,

N—>+o0 n°+3n+1

n(n+1)(n+2)(n+3)},

unde {X} reprezinta partea fractionard a numarului real X.
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Solutie.
a) Inegalitatea considerata este echivalenta cu urmatoarea :

n*+3n+l<n(n+1)(n+2)(n+3)< (n2 +3n +1)2.

Observand ca
2

n(n+1)(n+2)(n+3)=(n*+3n+1) -1,

inegalitatea de mai sus este imediata.
b) Din a) rezulta ca

{Iogn2+3n+1 n(n +1)(n+2)(n+3)} =log . , .n(n+1)(n+2)(n+3)-1=
[(n2 +3n+1)° —1}—1.

Pentru calculul limitei date este suficient sa calculam :

2
In m= -1 Inm+|n(1—12j
m/_1

=log ,

n°+3n+1

lim [ log,, (m?-1)~1] = lim —M—— lim
M—>+o0 moto  nm M=+ Inm

Prin urmare, Iim{lognz+3n+l n(n+1)(n+2)(n +3)} =1.

n—o0

1 n?

20) Sa se calculeze limn® dx .
e e 1+ X
Solutie.
Avem
1 ,n? 1 ' n?+1 1 n? 1 n?
nz_[ dx=j( ”2) X_dx == ‘1—j X 2dx=l—f—2dx
o 1+ X 0 1+X 1+X 0(1+x) 2 0(1+x)
Cum
1 an 1 , l
OSI 2dxijn X =—; ——0,
2 (1+x) o n“+1
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.. . 1
rezultd ca limita ceruta este E .

21) Sa se arate ca daca f:R—>R este o functie periodica si
neconstantd, atunci nu exista lim f(x) si nu exista lim f(x).
X—»0 X—>—0
Solutie
Fie T >0 o perioada a functiei f si x,,X, € [O,T) astfel Tncat

fx )= F(x,).

Atunci
lim f(x, +nT)=lim f(x,)= f(x,)
s
lim f(x, +nT)=lim f(x,)= f(x,).
Deoarece
lim(x, +nT)=oo,
lim(x, +nT)=oc0
s

F(x)= f(x,),
conform teoremei de caracterizare a limitei unei functii cu ajutorul
sirurilor, deducem ci nu exista lim f(x).

X—>0

Similar se arata cd nu exista lim f(x).

X—>—00

22) Si se determine functiile f :R — (O, oo) astfel Tncat
f(x+1)=10f(x),

lim(x —Ig(f(x)))=1.

X—>0

pentru orice X e R si

Solutie
Prima relatie din ipoteza se rescrie astfel
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f(x+1)  f(x)

10 x+1 lox
pentru orice x € R, deci functia g : R — (0,), datd de
f(x)
X)=—22,
9(x)= 1o
pentru orice X € R, este periodica, de perioada 1.
Cea de a doua parte a ipotezei ne asigura ca

limIg(g(x))=-1,

deci
. 1
limg(x)=—.
X—>00 g( ) 10
Prin urmare, folosind problema anterioara, deducem ca functia g

5 1
este constant egala cu 0 de unde

f(x)=10"",
pentru orice xeR.

23) Fie, k>2 fixat. Fie (Xn) un sir de numere reale pozitive

astfel Tncat

neN”
x¥, <kx +1-k,
pentru orice ne N".

Sa se arate ca sirul (Xn) este convergent si sa se afle limita sa.

neN”

Solutie

Conform ipotezei avem
X, < k\/(kxn +1-k)-1-1.

.ol

k—lori

de unde, conform inegalitatii mediilor, ob{inem
kx, +1-k+k-1

n+l — k Xn 1

pentru orice neN", deci sirul (X,) este descrescitor si marginit

inferior de 0.
Prin urmare (x, ), .- este convergent.
Fie

neN”
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limx, =1>0.

X—00

Prin trecere la limita 1n inegalitatea din ipoteza, obfinem
I <kl+1-k,

(=201 152 .. +1+1-k)<0.
Daca | >1, atunci vom obtine contradictia
P12 1<K < 12 4
iar daca | <1, atunci vom obtine contradictia

K<t 412 4 +1+1<Kk.
Asadar
=1,
adica
limx, =1.

n—oo

24) Fie (Xn )neN un sir de numere reale astfel Incat x, € (0,1) si
2 3 4
Xpa =Xy =Xy X, — X,
pentru orice ne N.
Sa se arate ca sirul (Xn )neN este convergent si sa se calculeze

lim x,, .

n—oo

Solutie
Vom arata, folosind metoda inductiei matematice, ca
x, €(01),
pentru orice ne N.
Fie P(n):x, €(0), unde neN.
P(0) este adevarati conform ipotezei.
Daci presupunem ci P(n) este adevarati, atunci si P(n+1) este
adevaratd deoarece
X, =X, [1-x ([1-x,[1-x,))).
Prin urmare sirul (X, ), este marginit.
Pe de alta parte, deoarece
X, — X, ==X (xf —X, +1)£ 0,
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pentru orice ne N, sirul (x,) . este descrescitor, deci convergent.
Fie
limx, =1

n—o0

Prin trecere la limita 1n relatia de recurenta din ipoteza obtinem
1212 —1+1)=0,
de unde |1 =0, adica
limx, =0.

n—oo

25) Fie (Xn) . un sir de numere reale astfel incat x, >0 si

neN
nx,

= 2’
n+X:

n+1

pentru orice ne N*.

Sa se arate cd sirul (X,) . este convergent si sa se calculeze

neN

limx_ .
n—oo n
Solutie
Se verifica imediat, folosind metoda inductiei matematice, ca
X, >0,
pentru orice neN".
Deoarece
Xn+1 — n > <1’
X, N+X;

pentru orice neN’, deducem ca sirul (x,) . este descrescitor si

marginit inferior, deci convergent.

Fie
limx, =1.

n—oo

Pentru a calcula pe | vom folosi relatia

L
n

n

si vom aplica lema lui Stolz-Cesaro.
In acest scop formam raportul
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n+1)x.., —nX,
(<n)+1>in = ()% =15 X0 =X, (1)
Deoarece

H 2 2
lim xn+1(1—xn )= I(l—l )
n—oo

conform lemei de mai sus amintite, avem

I=10-12),

limx, =0.

n—oo

de unde |1 =0, adica

26) Fie f,g:R—>R astfel incat f este continua iar g este
monotona. Daca f(X)= g(X), pentru orice xeQ,sasearatecda f =g.

Solutie
Fie aeR-Q. Sa consideram sirurile de numere rationale

(X)) i (Y,) - care au proprietatea ci
X, <a<y,,

pentru orice ne N’ si
limx, =limy, =«.
n—oo

n—oo
Putem presupune, fara pierderea generalitatii, ca g este

crescatoare.
Atunci avem

i.e., conform ipotezei,
f(x,)<g(a)<f(y,) *)
pentru orice neN".
Cum f este continua, avem

Iimf(xn)z!]ilpof(yn)zf(a)

n—oo

de unde, conform lemei clestelui, din obtinem (*),

f(a)=9(a).

f

Prin urmare

g.

27) Sa se calculeze:



dx

Isin2 X+sin2x +1
e X +sin®x+1

Solutie
Avem
’
J-sin2 X +sin 2x+1dX_J-e‘X +sin? x+1dX+J-(e‘X +sin® x+1)
e *+sin?x+1 e *+sin?x+1 e +sin?x+1
:x+ln(efx+sin2x+1)+c.

dx =

28) Existd functii f :R — R’ , care admit primitive si astfel ca,

pentru o primitiva F a lui f, s3 avem, F(x)F(1—x)= F(xz), pentru orice
xeR ?

Solutie
Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca exista o astfel de
functie. Prin derivarea relatiei date 1n ipoteza, obtinem

f(X)F(1—x)— f(1—x)F(x)=2x f (x?),
pentru orice xeR.
Pentru x=0, avem

f(0)F(@)- f(@)F(0)=0,
f(L)F(0)- f(O)F(1)=2f(1).

Ca atare, obtinem contradictia f(1)=0.
29) Sa se calculeze

iar pentru x =1 avem

unde a, xR, cu a#X.

Solutie
Fie
1a kx+(n—k)a
S,=—>e "
Niso
Atunci
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n ey
deci, cum
a
lim—=0
n—oo n
si
18 xma) e e -1
lim=>"er :J'et(x Adt = ,
n—oo n k=0 5 X_a
deducem ca
n ket(n—k)a ) ex_a 1 ex _ea
Iim=>e "™ =e = .
o N o X—a X—a

30) Fie ae [0,1]. Sa se arate ca nu exista nici o functie continua
f :[01] = (0,c0), astfel incét

j.f(x)dx:l,
_l[x- f(x)dx=a

0
si

j.x2~f(x)dx:a2.

Solutii
1. Avem

.lf f(x)dx =0,
0
f

de unde, cum (Id[oyl] —a) este continud, avem

(Id[oyl]—a) -f=0

f

deci

0,
fapt care contrazice ipoteza.
I1. Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz avem
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1

o | [ T T e et

0 0
Asadar avem egalitate n integralitatea Cauchy-Buniakowsky-

Schwarz, cea care implica proportionalitatea lui \/T cu Idp \/T , fapt
ce contrazice ipoteza.

31) Sa se calculeze
1

Iim@ (1+arctg 2x)dx]n

N—o0

Solutie
Avem

n+1 n+1

I (L+arctg >x J' (L+arctg *x)dx

: 12 ,
I (L+arctgx I (L+arctg *x)dx

de unde, conform :eoremei de medie, exiosté ¢, €[n,n+1], astfel incét
T(lJrarctg Zx)dx 1y 1+arctg®¢,
}(1+ arctg? x)dx i f[(1+ arctg 2x)dx |

Seoarece 0 0
jl(l+ arctg 2x jdx > Tldx =n,
deducem ca 0 0

lim j (1+arctg 2x)dx = oo.
0

Cum, pe de alta parte,
2

Iim(1+ arctg°¢, ):l+% :

n—oo

deducem ca
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1+arctg®s,

n

I(1+ arctg x
0

de unde, conform unui rezultat cunoscut,

liml+

n—oo

=1,

1

A@U (1+arctg? x)dxjn =1.
0

32) Fie f:[0,1]—[01) o functie continua astfel incat
1 1
If(x”)dxsf f " (x)dx,
0 0

pentru orice neN".
Sdsearateca f =0.

Solutie
Deoarece f este continui si [0,1] este interval compact, existd
M = sup f(x)<1.

xe[0,1]
Atunci

Oij”1f(x“)dxsj'f(x”)dxsjf”(x)dst“,
0 0 0

de unde, cu schimbarea de variabild y = x", obtinem
1

1
o<=|f <M",
—[ vy

pentru orice neN".
Cum

conform lemei clestelui,
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f=0

O ey

Deoarece f este continua si pozitiva, deducem ca f =0.

33)Fie neN si xeR. Si se arate ci daca JSin2n+1(ﬂ(t + X)) dt
0
nu depinde de x, atunci existad k € Z , astfel incat a=2k .

Solutie
Fie f :R—> R, data de

£(x)= [ sin " (z(t -+ )

0
pentru orice xeR.
Cu schimbarea de variabild y = 7Z'(t + X) obtinem

z(a+x)

f()== [sin™(y)y,

pentru orice xeR.

Deoarece f este constantd, deducem ca f'=0, adica

sin®*(z(a+ x))=sin*""(zx),

de unde
sin(z(a+x)) = sin(2x),
pentru orice xeR.

Relatia de mai sus se rescrie sub forma

2nX+ma

2sin ?cos 0,

pentru orice xR, de unde
.78
sin—=0,
2

deci exista k € Z , astfel incat a=2k .
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ANALIZA MATEMATICA

EXERCITII PROPUSE

1) Se considera sirul (X,),., definit prin

n>1

1 X
X, :Lxcos—dx
n

< 9 1 1
a) Si se arate cd X, =nsin—=-+n’ (cos— —1] ;
n n

b) Sa se calculeze limx, ;

n—oo

c) Sa se arate ca limn(2x, —1) =0.

2) Fie X, [-1,1] si (X,),. y sirul definit prin

1 1.
X1 :Exn +§S|n X, -
a) Sa se arate ca sirul (X,),. este monoton i marginit ;

b) Sa se calculeze limx,.

n—oo

3) Se considera functia f : [1, o) >R definita prin

; 1
f (t) =sint® + — cost?
(t) e

a) Sa se arate ca functia f admite primitive si sa se calculeze o
primitiva a sa ;
b) Sa se arate ca :

*

+ o, 1
In 1smtzdt‘g—, neN",
n n

64



4) Fie | =Iftg"x dx, n>1

< . 1
a)Sasearateca |, +1 ,=—
n+1

b) Sa se calculeze I3 ;
c) Sasearate ca liml =0.

n—oo

5)Fie f : [0, 1]—> R o functie continua.

a) Sa se arate ca J: X f(sinx) dx = %'[Oﬂ f(sinx) dx ;

Xsin x
b) Sa se calculeze J. ————ax

0 1+cos” X
6) Se considera functia f : [0, o) > R definita prin
f (x) =arctg x—x
a) Sa se studieze variatia functiei f ;

b) Fie x, >0 si (X,),.y sirul definit prin

) 1
X,,, = X;arctg —.
n

Sa se arate ca sirul (X,),. este convergent si sa se calculeze limita sa.

7) Sa se arate ca

. 5n-1 l 5 1
a) lim — = —
n— (=5 ntk Do1tx

499 5

b) 0< 6<—.
) Z“100+k 600
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8) Fie f : [0, o) >R functia definita prin

f(x) =j:s(s—1)...(s—n) ds
a) Sa se calculeze IOXS(S -1(s-2)ds ;
b) Sa se arate ca daca n este numar natural par, atunci f(n)=0 si

f (x) >0 pentru orice xe [0, ).

9)Fie c € R.

a) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei
F: [0 1]->R,

=~ (xcosInx+xsinlnx)+c , daca x (0, 1],
F(X)=12 ( ) ( ]

C , daca x=0 .

b) Sa se arate ca functia f : [0, 1> R,

coslIn x , daca x € (0, 1],
0 , daca x=0,
nu admite primitive §i are proprietatea lui Darboux.

10) Se considera functia
X et
fillo) >R, f()=x] —dt-e".
1t
a) Sa se arate ca functia f este crescitoare ;
b) Sd se arate ca lim f (x) =+ oo ;

t a

< < e - . ~ A, [2€ e
C) Sa se arate ca exista si este unic a > 1 astfel incéat L Tdt =—
a

11)Fie F : RS R,

F(x) = IOX(|cost|sint+|sint|cost)dt
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a) Si se calculeze .[j%(|cost|sint+|sint|cost)dt ;
7

b) Sa se arate ca functia F este periodica.

12) Se considera sirul (X,), _ -
nLoo X X
X, =IO sin xsm?...sm?dx

a) Sa se calculeze X si X2 -
b) Sa se arate ca limn“x, =0 pentru orice k e N,

n—oo

13) Sa se calculeze

2 In2
) lim X In 3(x+1) ;

X—>00

. X =In*(x+1

) fim X —IN"(x+1)
X—0 th+l

x>0

,unde ae R, a>0.

14)Fie f :R>R, f(x)=2x>+3x*+6x+1 .
a) Sa se arate ca f este o bijectie ;

b) Si se calculeze ( f’l) @ ;

12 1
C) Sa se calculeze L f~(y)dy.
15) Fie x, €(0,1) si (X,), . sirul definit prin
Xnag =Xy — Xr?'

a) Sa se arate ca sirul (X,), . este convergent si lim x, =0 ;

n—oo

b) Sé se arate ca limnx, =1.

n—oo
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16) Fie f : [0, 1]—> R o functie integrabila Riemann si

1
xn:nj.oﬁf(x)dx

a) Sa se arate cd daca f este continud in zero, atunci sirul (X,), _

este convergent. Sa se calculeze lim X, ;

N—o0
b) Sa se arate ca daca f este injectiva si continua pe [0, 1], atunci
sirul (X,) este monoton.

neN

17) Fiea> 0.
a) Sa se afle numarul radacinilor reale ale ecuatiei

Inx—ax=0
b) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei

f(X)z{lnx , daca xe(0,0)nQ ,
a X , daca xe(0,0)nQ .

18) Fie f : [0, 1] >R o functie integrabilda Riemann.
a) Sa se arate ca IimJ:x” f(x)dx=0 ;

b) Sa se arate ca daca functia f este continud, atunci exista
&, €(0, 1) astfel incat
1 1
X"f(x)dx=—-f :
[t ax=—1(£)

19)  Se considera sirurile (X,);, ()., definite prin

1& k . k( - k+1 . kj
X, == —c0s—, Yy, =>» —|sin—=—sin—|.
n&n n &n n n
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Sa se arate ca :

. 1
a) Sa se arate ca limx, =I0xcosxdx ;

N—o0

b) lim (y, —x,) =0.

20) Fie (x,),.y un sir crescator de numere reale pozitive. Sa se
arate ca :

a) (X,),.y este convergent daca si numai daca sirul ( [x,] ) _

este convergent ;
b) (x,), . este convergent daca si numai daca lim(x,,, —X,)=0
n—o

si ({Xn})nE , este convergent. ({x} este partea fractionar a lui X).
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GEOMETRIE

PROBLEME REZOLVATE

1) Fie M un punct interior triunghiului echilateral ABC si
MX, MY, MZ perpendicularele din M pe laturile BC, AC, AB respectiv,

unde X e BC,Y € AC, Z € AB. Aratati ca au loc relatiile
a) AZ® +BX?+CY? =ZB* + XC* +YA® ;
b) AZ+BX +CY =ZB+ XC +YA.

Solutie
a) Aplicand teorema lui Pitagora avem
AZ? +BX?+CY? =(A|\/|2 —MZZ)+(BM2 —MX2)+(CM2 —MYZ)
si
ZB? + XC? +YA? =(B|v|2 —|\/|zz)+(c:|\/|2 —|\/|x2)+(MA2 —MYZ).

Evident cele doua expresii sunt egale.

A
Ar
A
Y
Z
M
B; C,
B B, X C, C
Fig. 4.1.
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b) Construim prin M paralelele AB,,BC, si C/A, la dreptele
AB,BC si CA respectiv (Fig. 4.1). Segmentele MX,MY si MZ sunt
mediane in triunghiurile  MB,C,, MAC, si MA,B, respectiv si
AA =BB,, BB, =CC,, CC, = AA, . Rezulta ca

AZ +BX+CY =AA +AZ+BB,+B,X+CC,+C,Y =
=CC,+7ZB, + AA + XC, + BB, +YA =ZB+ XC +YA.

2) Fie AC diagonala cea mai mare a paralelogramului ABCD.
Prin C se construiesc perpendicularele CE si CF pe dreptele AB si AD
respectiv, E € AB, F € AD . Aratati ca are loc relatia

AB- AE + AD- AF = AC®

Solutie

Fig.4.2.

Construim prin B perpendiculara BG pe AC (Fig. 4.2.). Din
asemanatrea triunghiurilor ABG si ACE deducem %zﬁ—g, adica

AC-AG = AE-AB. De asemenea, triunghiurile CBG si ACF sunt
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asemenea S§i avem AC = E, adica AC-CG=AF-BC. Adunand
AF CG
membru cu membru egalitatile obtinute deducem ca

AB-AE +BC - AF =AC(AG+CG):AC-AC=AC2.

3) O dreapta intersecteaza laturile AB si AD ale paralelogramului
ABCD 1n punctele E si F respectiv si diagonala AC Tn G. Aratati ca
. AB AD AC
are loc relatia —+—=——.
AE AF AG

Solutie

Fig. 4.3.

Fie B’ si D' puncte pe diagonala AC astfel incat BB'||EF si

DD'||EF . Atunci 2o - A8 AD_ AD
AE  AG ° AF

ABB’ si CDD’ sunt congruente si avem deci AB'=CD’. Rezulta ca

. Observam ca triunghiurile

EJFAD B AB’+AD’_CD’+AD'_ AC
AE AF AG AG AG AG '

4) Trei cercuri C,C,,C, sunt tangente exterior doud cate doua.

Avratati cd cele doua drepte care trec prin punctul de tangenta al cercurilor
C, si C, si prin cate unul dintre celelalte doud puncte de tangenta,

intersecteaza inca o data cercul C, in puncte diametral opuse.
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Solutie

Fig. 4.4.

Fie O,,0, si O, centrele cercurilor C,C, si C, respectiv.
(Fig. 4.4.) si A,B,C punctele de tangenta ale cercurilor C, si C,, C, si
C,, C, si C, respectiv.

Atunci O,A||O,C’ deoarece m(O/lA\C):m(O/sé'\C) si O,A||O,B’
deoarece m(@)=m((f8’\l3) Deoarece punctele O, A0, sunt

coliniare, rezulta ca si punctele B',O,,C’ sunt coliniare, ceea ce inseamna
ca B' si C' sunt puncte diametral opuse Tn cercul C,.

5) Fie AB si CD doua segmente oarecare si punctele

M € AB, N €CD care impart segmentele AB si CD 1in acelasi raport K .
Aratati ca MN =LE+L@
k+1 kK+1
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Solutie

Fig. 4.5.

Din relagile MA=-k-MB si CN=-k-DN deducem
AB =(k +1)W si respectiv CD =(k +1)@. De asemenea, din relatia

AB+BD+DC+CA=0 deducem AB—CD=AC-BD si putem scrie

MIN = MB + BD+ DN =~ AB + BD -~ CD = (AB-CD)+BD -
k+1 k+1 k+1
1 — — — 1 —  k —
:—(AC—BD)+BD:—AC+—BD.
k+1 k+1 k+1

6) Aritati ci egalitatea AC”+BD? = AD’+BC? este o conditie
necesara §i suficientd pentru ca segmentele AB si CD sa fie
perpendiculare.

Solutie
Relatia din enunt se mai poate scrie :

o€ - A" +|05 - 08 =[05 - OA" +|oC -8 <
< 0C-OA+0OD-OB=0D-0A+0C-OB <

< 0OC-OA-0C-OB=0D-OA-0D-0OB <
«0C-(OA-0B) - 0D - (OA-0B) <> BA-BC 0.
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7) Fie ABCD un patrat circumscris unui cerc de raza 1 si a,b,c,d
distantele de la un punct oarecare P de pe cerc la varfurile patratului.
Aritati ca a°c® +b’d® =10.

Solutie
yA
D (-1,1) C(1,1)
p
0 1 X
A (-1,-1) B (1,-1)
Fig. 4.7.

Dacd Xx*+Yy* =1 este ecuatia cercului C(0,1), atunci
P (%) <C(01) &+ i =1
a’c? +b%d? = [(x0 +1)" +(Y, +1)2J [(x0 ~1)° +(¥, —1)2}+
+ (06 =2 + (%o +1)" [ (0 +2)" +(%o-1)" | =
= (2%, +2Y, +3)(—2%) — 2y, +3)+ (2%, +2Y, +3)(2%, — 2y, +3) =
=9-4(%+Y,) +9-4(% —V,) =18-8x,Y, —4+8x,y, ~4=10.
8) Fie ABC un triunghi in care mediana din varful B este
impartitd de cercul Inscris in triunghi in trei par{i egale. Determinati

BC
raportul —.
AB
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Solutie

Puterea punctului B fatd de cerc este BE®=x-2x, deci
BE=x-v2. Analog MF=xv2. Notim y=AM=MC si deci
AD = AF = y+X\/§. Observam ca MC =BC, adica BC =.

A M 5 F C
Fig.4.8.

Aplicam teorema medianei

, 2(AB*+BC’)-AC? , 2[(Y+2\/5X)2+y2}—4y2
MB? = 7 < 9X* = 1 <

> 36x2 + 4y =2[(y+2\/§x)2 ; y2}<:>18x2 L2y =
=(y+2\/§x)2 +y2 < 18x% +2y% = Y2 +42xy +8X2 + 2 <

< 10x? :4«/§xy<:>5x:2\/§y<:>2\/§x:gy.

Prin urmare
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9) Fie ABC un triunghi oarecare si E un punct pe latura AC
astfel incat segmentul BE Tmparte triunghiul ABC in doua triunghiuri

asemenea, raportul de asemanare fiind egal cu «/§ :
Sa se determine unghiurile triunghiului ABC .

Solutie
Triunghiurile ABE si BCE fiind asemenea au unghiurile doua
cate doud congruente. Sunt posibile urmadtoarele 6 cazuri in care

A==, = =0,=0;=0, f=L=0,=P=L,=Fs=Pp;-

B B B
Y/ 1 Y/ Bs Y/ os
o B/oa B1 o B/vs a3 o B/Bs Ys
A £ c A £ c A 3 c
1) 3) 5)
B B B
Y/ B2 Y/ va Y/ os
o B /o2 Y2 a B/Ba a4 a B/vs Bs
A £ c A 5 c A 5 c
2) 4 6)
Fig. 4.9.a
n cazul
1) = ABJ|EB cici a=¢, ;
2) = AB||EB ;

3) =>y+p,=F+y,=180= A B,C coliniare ;

4) = f=L,=90= ABC isoscel si raportul de asemanare al
triunghiurilor ABE,CBE este 1;

5) Este posibil numai cazul 5) in care g = g, =90 si
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a+y=90=a,+y
o =as =y +a;=90.

V=75
6) = EB||CB caci f= /.

v=60°|05
x+/3

a=30° B=90°| Bs vs
X

Fig. 4.9.b.

10) Determinati unghiurile unui triunghi stiind cd inaltimea,
bisectoarea i mediana corespunzatoare unui varf, impart unghiul in patru
parti egale.

Solutie

Fig. 4.10.
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CAB=CDB deoarece subintind arcul BC. Atunci CBD este
unghi drept, deci CD este diametru. Deoarece diametrul CD trece prin
mijlocul coardei AB si CD nu este perpendicular pe AB rezultd ca si

~ 7 3t & 7«

AB este diametru. Deci 6:£:>a:£:> A=——-_—=—=B==—.
2 8 2 8 8 8

11) Pe arcul mic BC al cercului circumscris triunghiului
echilateral ABC se considerd un punct oarecare P. Fie Q=BCNAP.

1 1 1
Arataticd —=—+—.
PQ PB PC
Solutia a
A
B NQ/ C

P

Fig. 4.11.a.

Construim M, N € AP astfel incdt PM =PB si PN = PC. Atunci
triunghiurile PBM si PCN sunt echilaterale si PC| BM, PB||CN .
Avem AQPC ~AQMB si AQCN ~ AQPB. Folosim una din asemanari:

PC_PQ_PC__PQ _ PB_PB-PQ_PB
BM MQ PB PB-PQ PC PQ PQ
1 1 1 1 1 1

= —= — = .
PC PQ PB PQ PB PC

1=
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Solutia b

A
B Q C
wii:::>4<ffj&
D
Fig. 4.11.b.

Construim D pe dreapta BP astfel incst PD=PC. Atunci
A PCD este echilateral si CD ||QP . Din A BPQ ~ A BDC rezulta

PB DB PB+PC PB 1 1 1
= = = Hl=—=—ret—.
PQ DC PC PC PQ PC PB
Solutia ¢
PQ este bisectoare in triunghiul PBC :
2 120° 2 1 1
PR=7 15 =1 17" 1 1°
— — —
PB PC PB PC PB PC
12) Fie ABC un triunghi ascutitunghic oarecare.
a) Pentru ce puncte M eInt A ABC expresia di+d£+d£ este
a b c

minima ?

b) Pentru ce puncte M eIntA ABC expresia d’+dZ+d? este
minima ?

d,,d,,d. sunt distantele de la punctul M la dreptele BC,CA, AB
respectiv.
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Solutie

dp

Fig.4.12.

a) Avem
a-d, b-d, c-d
+ +
2 2 2
De asemenea

¢=o[ABC]=0c=a-d,+b-d,+c-d, =20

a b

c
[d—a+d—b+d—cj(a-da+b~db +c-d,)=

=a’+b’+c®+ab $+$ +bc $+$ +ac d—a+$ >
d, d, d,  d, d, d,

>a’+b®+c?+2ab+2bc+2ac,
de unde rezulta ca

i+£+£zi(a2+b2+02+2ab+2bc+2ac):const.
d d d

a b c 20—

Minimul se atinge <d,=d,=d., < M este centrul cercului
inscrisin A ABC.
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b) Identitatea lui Lagrange

(a®+b*+¢?)(d2 +d? +d?)=(a-d, +b-d, +c-d ) +
+(a-d,—b-d,)* +(b-d, —c-d,)* +(c-d, —a-d,)’
ne da
(a2+b2+CZ)(dj+d§+df)=(20)z+
+(a-d, —b-d,)* +(b-d, —c-d,)" +(c-d, —a-d,)’

de unde rezulta ca

d?+d?+d’=min<a-d,-b-d, =0,b-d_-c-d, =0,
c-d,—a-d, =0<:>$=$=$<:>M
a b ¢

este punctul lui Lemoine (punctul de intersectie al simedianelor,
simediana = simetrica medianei fata de bisectoare).

13) Dintre toate triunghiurile de perimetru constant, cel de arie
maxima este triunghiul echilateral.

Solutie

o=\/p(p-a)(p-b)(p-c) este maxima < (p—a)(p—b)(p-c) este

maxim, deoarece p este constant. Dar

(p—a)+(p—h)+(p-c

R0 ) B)(p o)

si deci (p—a)(p—b)(p—c) este maxim

&S p-a=p-b=p-c<=a=b=c.

14) Dintre toate triunghiurile de arie constantd, cel de perimetru minim
este triunghiul echilateral.

Solutie
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G_\/a+b+c_a+b—c_a—b+c_—a+b+c
2 2 2 2

2

a+b+c 160

-(a+b-c)(a-b+c)(-a+b—-c)= (const.).

Dar, din inegalitatea mediilor

a+b+c

+(a+b-c)+(a—b+c)+(-a+b+c) §

4

2§/a+2+c(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)

deducem
a+b+c

+(a+b-c)+(a—b+c)+(-a+b+c)

4 3

2
a+b+c 24160
3 \} 3

deci perimetrul a+b+c va fi minim

Sau

a+b+c
= =a+b-c=a-b+c=-a+b+c<a=b=c.

15) Dintre toate paralelipipedele dreptunghice de volum constant,
acel care are aria totalda minima este cubul.

Solutie
Fie X,y,z dimensiunile unui paralelipiped. Atunci volumul este

Xyz , iar aria totald este (Xy+yz+Xz)-2. Avem

Xy + 3;2+XZ >3 (Xy)(yz)(xz) :,,(xyz)z =const.

ceea ce se realizeazd < xy=yz=X2<=>X=y=12.

83



16) Dintre toate paralelipipedele dreptunghice care au aceeasi arie
totala, cel care are volumul maxim este cubul.

Solutia rezulta din problema 15).

17) Dintre toti cilindrii circulari drepti (cilindri de rotatie) de
acelasi volum, sa se gaseasca acela de arie totald minima.

Solutie
Volumul = 7RG =const., iar
o, =27RG+27R? =2;z(RG+R2).

totala

Trebuie gisit minimul sumei RG + R? stiind ci R’G =const. Dar

R?G =const. <> (RZG)2 —const. <> R* - G2 =(R2)1 -(RG)” = const.

si avem

R2+RG+RG >
RG
23 2 >3 RZ-(—) =const.

Minimul se va realiza pentru Rzz%cezzR, deci pentru

cilindrul echilateral.

18) Sa se gaseasca maximul volumului unui con de rotatie, a carui
arie laterala este constanta.

Solutie
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X +Yy

w
Fig. 4.18.

Aria laterald =7XyX* +y? = 7RG =const.= za’ si trebuie gasit
maximul volumului

=—7zx y——7zR h—% Ja - —7Z'X\ja
x

adica maximul produsului X a —x* maximul  produsului

x“(a“—x“) stiind ca x* +(a* —x*) =a* =const. Din

X4+a4—x4+a4—x4 -
4 4
2 2 5 afys. a —Xx
3 2
. o , at-xt a
rezultd cd vom avea maxim cand X = ,adica X = G .

] 2

Din xafx2+ Z_a2 g x=—~ gisim :a-£ i
y ) 4/5 g y % $

X4yt = a¥f3, ceea ce inseamni G = R+/3.

Alta solutie
Aria laterala = 7RG =const. :>(RG)2 =const., iar volumul

1 . .
v==7R?yG? —R? va fi maxim odati cu
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(R2 G? —RZ)2 —R'(G?-R?)=R*(R%G*-R")=(R")" -(R%G*-R")
sau cu R4(RZGZ——R4Y.
Din

ni  RG?-R R'G'-R’ :
+ 2 + 2 - R4 R2G2 _ R4
3 2

. o ., R’G*-R*
rezultd cad vom avea maximcand R" =—— < G = R«@ .

19) Sa se gaseasca minimul ipotenuzei unui triunghi dreptunghic,
in care produsul 1ndl{imii prin proiectia unei catete pe ipotenuza este
constant.

Solutie

X J
Fig. 4.19.

Trebuie gasit minimul sumei X+Yy avand h-x=const=k sau
X-/xy =k < x*y =k?. Din

5+5+§+y 3
Mﬂ(ij y
4 AN

o e .. . A X .
rezultd cd minimul se atinge atunci cand 3 =y, deci x=3y.

20) Se considera toate triunghiurile echilaterale ale céror laturi
contin respectiv punctele date A, B,C . Sa se determine acela de perimetru
maxim.
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Solutie

Fig. 4.20.

Varfurile M, N, P ale unui astfel de triunghi sunt situate pe arcele
de cerc capabile de 60° si care contin perechile de puncte
{A,B},{B,C},{C,A}. Perimetrul triunghiului MNP este maxim dacd
MN este maxim, ceea ce inseamna ca MN ||O0,0,, unde O, si O, sunt
centrele cercurilor care contin arcele de mai sus.

21) Dintre toate triunghiurile circumscrise aceluiasi cerc de raza r
sd se gaseasca cel de arie minima.

Solutie
Vom folosi formula

r2

O =
A B, ,C

tg —-tg —-tq —
gZ g2 gZ

pe care o demonstram.
Intr-adevar, din

o=\p(p-a)(p-b)(p—c)=rp

deducem
p(p-a)(p-b)(p—c)=r’p°=p°-p(p-a)(p-b)(p-c)=r"p*=
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:>p2: r2p4 _
p(p-a)(p-b)(p-c)

r2

“(p-a)(p-b) (p-D)(p-c) (P-c)(p-a)

p(p-c) p(p-a) p(p-b)

r4

o T

deoarece tgA = w , etc. Din (1) deducem
2 p(p-a)

= pr’@)

r2

o=pr= .

A.B_ C
tg —-tg —-tq —
g2 gZ gZ

22) Sa se gaseasca maximul ariei unui dreptunghi inscris intr-un
cerc dat.

Solutie
Fie X,y lungimile laturilor dreptunghiului si r raza cercului.

Avem Xx°+Yy?=4r® si trebuie gasit maximul produsului xy (sau al

pitratului siu x°y*). Rezultd x =y =r+/2, deci aria maximi este egali cu
2r?,

23) Trei sfere de raza R sunt tangente unui plan 7 si sunt tangente

A A et e e s g 5 1 5
doud cate doua. Aratati ca exista o sferda de razd r = 3 R tangenta la planul

7 §1 tangenta cu cele trei sfere.
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Solutie

O;
Qs 2R 2R
[O)
pe)
O = 0,
IR 2R — 00,
R r R
(O]

o,

0, R A R 0, 01 R 0>
Fig. 4.23.

AO, =V4R*>—R?> =R\/3

Teorema lui Pitagorain AOO,w :

(R+r)2:(R—r)2+gR2

RZ+2Rr+}/:R[—2Rr+yZ/+%R2

4Rr=£R2 :>r=£R
3 3
24) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata in care latura bazei
are lungimea a si unghiul format de o muchie laterala cu planul bazei este
congruent cu unghiul format de doud muchii laterale ale unei fete, masura
lor fiind « .
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i ! V51
a) Sa se arate ca COSa = — :

b) Sa se calculeze volumul piramidei VABCD .

Solutie

cosa CcOoSa 2coSsa

1_§«/§

a 2 cosa

N

. a
:>003a=\/53|n5:>
sin

J5-1
2

. (04
:cosza:25|n2E:1—c03a:cosza+005a—1:03c03a:
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b)
sing =+1-cos?a =, /\/57—1

oC 2 Ccosa

2 2 2

:a\/f.\/\/§+1:a\/\/§+1:>

vol =%a2 -hzéa2 -a—“\/zgﬂzéa3«/\/§+l.

25) intr-o piramida triunghiulard regulata distanta de la centrul
bazei la una din fetele laterale este egala cu a, iar masura unghiului diedru
format de baza cu o fata laterala este ¢ . Aratati ca aria laterald a piramidei

6/3-a’

este egald cu ———.
sing-sin2¢

Solutie

Fig. 4.25.
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Aria laterald = o = 3-%- BC-VD.

ob=_2 yp=9P_ & _ _Zf .
sing cosp sing-cosg sin‘e
AD=3.0D=_2_
sing
BC — AB — AD 3a 2 6a

sin60° =Sin¢.%: «/§~sin(p

3 6a 2a 6/3 a°
oO=—- R = N N .
2 J3-sing sin2¢p sing-sin2¢p

26) Sa se arate cd in orice triunghi exista inegalitatea

b
ﬁ(sin%+cos§}s p(—+c)

bc

Solutie.
Inegalitatea din enuntul problemei este echivalenta cu

2(1+ 25inécoséj < M
4 4 bc

adica

2bc
Aceastd ultima inegalitate este echivalentd cu

(p-b)(p-c) _ b+ pc—2be

bc 2bc
adicd cu
p-b p-c
(P-b)(P-¢)_ b " ¢
bc B 2



Ultima inegalitate este adevaratd caci reprezintd inegalitatea
p-b . p-c

si —).
b C

mediilor (pentru numerele pozitive

27) Fie a,be (O,%j . Sa se arate ca

2 . 2
3'(cosaj _Z(S!n a) _1
cosb sinb

daca si numai daca

a=b.
Solutie.
Avem succesiv
2 . 2
3-(%j —Z(S!ﬂj =1« 3cos? asin’b—2sin®acos’ b =
cosbh sinb

= cos’ bsin’ b <> 3cos” a(1-cos*b) —2(1-cos* a)-cos* b =
= cos® b-(l—cos2 b) <> 3c0s” a—3cos” a-cos*b—2cos’b+2cos” a-cos*b =
=cos’b—cos’ b <> cos*b—cos® a-cos’b—3cos’b+3cos’a=0 <
< (cos’b—cos® a)(cos’h—3) =0«
<> cos’b=cos’a sau cos’b =3.

Cum cos’be[0,1], avem cos’a=cos’b, inegalitate care este

echivalentd cu a=Db, deoarece a,b e (0, %) .

93



GEOMETRIE

PROBLEME PROPUSE

1) Pe latura BC a triunghiului ABC se considera punctul A’

!

astfel Tncat

=2. Fie D punctul de intersectie al segmentului AA’ cu

!

!

mediana CC'. Determinati raportul %

2) In triunghiul ascutitunghic ABC se considera inaltimile AA" si
AT _ AC
BC BC

BB'. Aratati ca

3) Bisectoarea AD a triunghiului ABC intersecteaza cercul
circumscris in punctul P. Aratati ca triunghiurile ABP si BDP sunt
asemenea.

4) Fie a si b lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic si
lungimea ipotenuzei. Aratati ca raza cercului inscris In triunghi este egala

1 . . . .. ..
cu E(a+b—c), iar raza cercului tangent la ipotenuzi si la prelungirile

catetelor este egald cu %(a +b+c).

5) Doua cercuri se intersecteazd in A si B. Un punct X este
situat pe dreapta AB, dar nu pe segmentul AB. Aratati ca lungimile
tangentelor duse din X 1la cele doua cercuri sunt egale.

6) Fie C(O,R) si C(O,r) doud cercuri tangente exterior $i
AeC(O,R),BeC(o,r) puncte astfel incat dreapta AB este tangenta
celor doua cercuri. Calculati lungimea segmentului AB .

94



7) Trei cercuri C(Aa),C(B,b),C(C,c), unde a>b>c, sunt

tangente exterior doua cate doua si sunt tangente unei drepte d . Aratati ca
1 1 1

NN

8) Fie X un punct interior paralelogramului ABCD. Aratati ca
Saex +Scox = Sgex + Sy s UNde S, este aria triunghiului MNP .

9) Aratati ca medianele impart un triunghi 1n sase triunghiuri de
arii egale.

10) Fie P un punct interior triunghiului ABC astfel incéat
triunghiurile ABP,BCP si ACP au arii egale. Aratati ca P este centrul

de greutate al triunghiului ABC.

11) Fie AM bisectoarea interioara a triunghiului ABC . Aratati ca
AM =——"""" ‘unde bz‘ﬁ‘, c=‘ﬁ‘.
12) Aritati ca 7+ " +[V —w[" =2([" + [ ), vV, w.

13) Aratati ca daca vectorii V+W si V—W sunt perpendiculari,
atunci |[V|=|W|.

14) Se considera dreptele de ecuatii X=1 y=1x-y=1 si
cercurile de ecuatii
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3+2) [ 12) 1

2v2) VT2 (2+¢§f’

L3-2) (L 1-2) 1

2_\/5 y_Z—ﬁ :(2_\/5)2-

X

Aratati ca fiecare dintre cele trei drepte este tangenta cu cele patru
cercuri.

15) Aratati ca elipsa ale carei focare sunt punctele de coordonate
(1,0) si (O,l) si a carei axd mare are lungimea egala cu 2, are ecuatia

3x% +2xy +3y? —4x—4y =0.
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INFORMATICA

PROBLEME REZOLVATE

1) Scrieti un program care sa afiseze cate numere prime existd mai
mici decat un N dat.

Exemplu : N=1000; rezultat : 168.

Solutie :
#include "stdio.h"

bool
{

void

prim(int n)

int 1i;
for (1i=2;1i<=n/2;1++)

if (n%i==0)return false;
return true;

main (void)

//variabile

int n,i, k;

//citire date

printf ("n=");scanf ("%d", &n) ;

//procesare: incrementdm k

//pt fiecare numar prim gasit

k=0;

for (i=2;i<n;i++)
if(prim(i) ) k++;

//afisare rezultat

printf ("%d\n", k) ;
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2) Fie sirul :

ap= x (unde x este un numar natural nenul dat) ;
an+1 = an/2, dacd n>=0 si a, este par ;

an+1 = 3+ant1, daca n>=0 si a, este impar.

Scrieti un program care primind x afiseaza numarul n minim cu
proprietatea ca a,=1.
Exemplu : x=27; rezultat : 111.

Solutie :
#include "stdio.h"

void main (void)
{
//variabile
int x,n,a;
//citire date
printf ("x=");scanf ("%d", &x) ;
//procesare: calculdm urmdtorul termen
// al sirului
//si1i ne oprim cédnd este egal cu 1
//mentinem in n indicele curent
n=0;
a=x;
while (a!=1)
{
n++;
if (a%2==0)a/=2;
else a=3*a+l;
}
//afisare rezultat
printf ("%d\n",n);
}

3) Conjectura lui Goldbach spune ca orice numar par > 2 este suma
a doud numere prime. Nimeni nu a putut demonstra ca este adevarat.
Scrieti un program care verifica acest lucru pentru toate numerele pare
pana la N dat.
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Solutie :

#include "stdio.h"
#include "stdlib.h"

bool
{

bool

void

prim(int n)
int i;
for (i=2;i<=n/2;i++)
1f (n%i==0) return false;

return true;

verifica (int n)

int 1i;
for (1i=2;1i<=n/2;1++)
if(prim(i) && prim(n-i))
return true;
return false;

main (void)

//variabile

int n,k;

//citire date

printf ("n=");scanf ("%d", &n) ;

//procesare: verificdm
// pentru fiecare k par
for (k=4; k<=n; k+=2)
if(!verifica (k))
{
printf ("%d nu verifica!\n",k);
exit (0);
}
//afisare rezultat
printf ("se verificd pentru numere >2”
7 si <=%d\n",n);
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4) Folositi calculatorul (scrieti un program) pentru a determina
care este cel mai mic numar care se poate scrie in doua moduri distincte ca
suma de cuburi de numere naturale nenule.

Solutie :

#include "stdio.h"
#include "stdlib.h"

int cub(int n)

{
¥

//testeaza daca n este un x3, cu x>=inf
bool este_cub(int n,int inf)

return n*n*n;

t
inti;
for(i=inf;i<=n;i++)
{
int c=cub(i);
if(c==n)return true;
else if(c>n)return false;//optimizare
}
return false;
}

//gaseste prima descompunere cu elemente >=inf
int primulcub(int n,int inf)

{
inti;
for(i=inf;i<=n/2;i++)
{
int c=cub(i);
if(c>n)return -1;//optimizare
if(este_cub(n-c,i))return i;
}
return -1;//nu exista
}
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bool verifica(int n)
{
//verifica daca exista doua variante distincte
int c=primulcub(n,1);
if(cl=-1)
{
int d=primulcub(n,c+1);
if(d!=-1)return true;
}

return false;

ky

void main(void)

{
IIvariabile
int n;
//procesare: incrementam n
1 pana cand obtinem o valoare convenabila
n=2;
while(!verifica(n))n++;
//afisare rezultat
printf("n=%d\n",n);

}

5) Se da un sir de numere aj, a,... ap si un numar S. Sa se
determine subsirul cu numar minim de elemente al lui a de suma S si sa se
afiseze, sau sa se afiseze “nu existd” atunci cand suma oricarui subsir al lui
a este diferitd de S.

Exemplu :
a=(10,10,10,30,60,20) S=50; rezultat (30,20)

Solutie :

#include "stdio.h"

//variabile globale

const nmax=100;

int v[nmax],a[nmax],sol[nmax],opt[nmax],minim;
int n;
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void bk (int k,int s,int nr)
//s=suma incd disponibila
//nr=cite elemente are submultimea curentd

{

1f (k>n)
{
if (s==0)
{
if (nr<minim)
{
minim=nr;
int 1i;
for (i=0;i<n;i++)opt[i]l=sol[i];
}
}
}
else
{
sol[k]=0;

bk (k+1,s,nr);
if(s>=alk])
{
sol[k]=1;
bk (k+1,s-al[k],nr+1);

}

void main (void)
{
//variabile
int 1i,s;
//citire date
printf ("n=");scanf ("%d", &n) ;
for (i=0;i<n;i++)
{
printf ("a[%d]=",1);scanf ("%d",&(al[il));
}

printf ("s=");scanf ("%d", &s) ;
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//procesare: generam toate submultimile
//prin backtracking
//s1 o alegem pe cea mai bund
minim=n+1;
bk(l,s,0);
//afisare rezultat
if (minim<=n)//cel putin o solutie a
// fost gdsita
{
for (i=0;i<n;i++)
if(opt[i])printf("sd ",alil);
printf ("\n");

else

printf ("nu existd solutiiln");

6) Se da un grup de oameni, numerotati de la 1 la N. Se mai da o
lista de M perechi de numere de forma (i,j) cu semnificatia ca persoanele i
si j se antipatizeaza. Sa se spuna cate variante existd pentru crearea unei
grupe de K persoane in care sa nu existe antipatii si sd se listeze aceste

grupe.

Exemplu :
n=4
m=1 perechile: (1,2)
k=3
Rezultat :
exista 2 variante

Solutie :

Vom memora graful dat de perechile citite intr-o matrice de
adiacenta.

Se vor genera combindrile de N luate cate k si se va testa conditia
suplimentara folosind matricea de adiacenta.
#include "stdio.h"
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//variabile globale

const nmax=100;

int al[nmax] [nmax];//matrice de adiacenta
int sol[nmax],n, k,nr;

bool ok (int pers, int completate)
//testeazd dacd persoana pers poate fi adaugatd
//la grupul curent din sol
{
int 1i;
for (1i=0; i<completate;i++)
if(al[pers]([sol[i]])return false;
return true;

}

void bk(int t,int inf)
//t=cidte elemente mai trebuie stabilite
//inf=valoarea minimd a elementelor
{
1f (t==0)nr++;
else
{
int i;
for (i=inf;i<=n;i++)
if (ok (i, k-t))
{
sol[k-t]=i;
bk (t-1,i+1) ;

void main (void)

//variabile locale
int i,3,t,m;
//citire date

printf ("n=");scanf ("%d", &n) ;
printf ("m=");scanf ("%d", &m) ;
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printf ("k=") ;scanf ("%d", &k) ;
for (i=0;i<n;i++)
for (3=0;j<n;j++)
ali][31=0;;
for (t=0;t<m; t++)
{
printf ("i%d=",t) ;scanf ("%d", &i);
printf ("j%d=",t); Scanf("%d",&j);
alil[jl=aljllil=1
}
//procesare: generam toate combindrile
//de n luate cite k
//prin backtracking
//si le numdrdm pe cele acceptabile
nr=0;
bk(k,1);
//afisare rezultat
printf ("existd %d variante\n",nr);

7) Arétati mai multe (cel putin doud) moduri posibile de a
interschimba valorile a doua variabile de acelasi tip.

Solutie : (pentru variabile de tip int)

1) t=a; a=b; b=t;

2) at+=b; b=a-b; a-=b;

3) a*=b; b*=a; a’=b;

8) Scrieti un program care roteste elementele unui vector circular
spre dreapta de K ori.

Exemplu: k=2, V=(5, 2, 8, 6, 4); Rezultat : (6, 4, 5, 2, 8)

Solutie :

#include "stdio.h"

void rotatie(int al[],int n)
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int 1i,t;

t=a[n-11;

for (i=n-1;i>0;1i--) al[il=ali-1];
al0]=t;

void main (void)

//variabile

int v[100],n,1i,k;

//citire date

printf ("n=");scanf ("%d", &n) ;
for (1=0;1i<n; i++)

printf ("v[%d]=",1);scanf ("%d",&(v[1i]))

printf ("k=");scanf ("%d", &k) ;
//procesare: rotim de k ori spre dreapta
for (1i=0;i<k;i++) rotatie (v, n);

//afisare rezultat

for (1i=0;i<n;i++) printf("sd ",v[i]):
printf ("\n");

Solutie alternativa :
- se inverseaza ordinea primelor n-k componente :
- se inverseaza ordinea ultimelor k componente ;
- se inverseaza ordinea elementelor din vectorul astfel obtinut ;
Timpul nu depinde de k9) Citeste un sir de numere intregi
si scrie maximul dintre ele; se presupune ca sirul confine cel putin un
numar.

# include <stdio.h>
void main (void)
{ int max, 1i;

scanf ("%d ", & max);
scanf ("%d", &i):;
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while (i!=0) {scanf("%d", &i );
if (Ii> max ) max =i; }

printf ("max = % d \n ", max );

}

10) Citeste valoarea lui X si scrie valoarea functiei de mai jos:

4x* +5x*—2x+1 pentru x<O
100 pentru x=0
2x*+8x—1  pentru x>0

#include <stdio.h>

void main (void)

{float x,y;

scanf ("%f", &x) ;

1if (x<0) y=4*xX*X*X*+5* x*x-2*x+1;

else 1if (x = = 0) y = 100.0;

else y = 2*x*x+8*x-1;

printf ("y(x)=%f \n",y);

}

11) Testeaza daca s-a citit o literda mare din fisierul standard de
intrare si numai in acest caz 0 rescrie ca litera mica la iesirea standard.
Daca la intrare nu se afla o litera mare, se rescrie caracterul respectiv.

# include <stdio.h>
void main (void)

{int c;
putchar (((c = getchar ()) > = 'A’ && c <='Z72" )2
c — '"A" + Ta" ¢ );

}
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12) Citeste componentele a doi vectori u si v, calculeaza si afiseaza
produsul lor scalar

P= Zn:uivi
i=1

# include <stdio.h>

#define MAX 20

void main (void)

{int n,1i; float u[MAX],v[MAX],s;

scanf ("%d", &n) ;
if (n<=0 | | n > MAX)
printf ("dimensiune eronatd :%d\ n",n);

else {i=0 ;
while (i<n && scanf ("$f",&ul[i]l==1)Ii++;
if (i<n)
printf(“vectorul u are componente eronate \n *);
else{i=0;
while (i<n && scanf ("S$f",&v[i]l==1) i++;
if (i<n)
printf("vectorul v are componente eronate \n");
else {i=0;s=0;
while (i<n) {s=s+ul[i]l*v[i];i++;}
printf ("produsul scalar = % £ \n ",s);
}
}
}
}

13) Afiseaza numerele lui Fibonacci, mai mici sau egale cu n dat.

(%:OVﬁ:Lff:ﬂ4+fH)
# include <stdio.h>
#define MAXFIB 32767
void main (void)
{long n;
unsigned f0,f1,fi;
if (scanf ("$1d"&n) !'=1| |n<0| |n>MAXFIB)
printf ("n este eronat \n");
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else { printf ("%d\n",0);
for (f0=0,fl1=1fl<=n;f0="f1 fl= fi)
{fi=f0+fL
printf ("%u\n", fl);}
}
}
14) Programul efectueaza operatii cu mulfimi de numere intregi
cuprinse intre 0 si 255 ale caror elemente sunt citite.

var a:array[l..2] of set of byte; c:set of byte;
at:array([l..2,1..256] of integer;
ds:arrayl[l..256] of integer;

na:arrayl[l..2] of byte;i,j,31,32,k,1l:byte;
d:stringll];

begin
for j:=1 to 2 do
begin
writeln('Dati elementele multimii ',3j, ' de
nr.intregi intre 0 si 255");
aljl:=I[1;
write ('Continuati? (d/n) ');readln(d);
i:=0;
while not((length(d)>0)and(d[l] in ['N','n'])) do
begin
write ('Urmatorul: '); readln(l);
c:=aljl; aljl:=aljl+I[1];
if c<>a[j] then
begin
i:=1i+1;
atl[j,1i]:=1
end
else writeln('Elementul se repetd! ');
write ('Continuati?(d/n) '); readln(d);
end;
nal[j]:=1
end;
c:=all]l*al2];
writeln('S-au citit: ');
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for j:=1 to 2 do
begin
write('multimea',j, '=');
write('{");
if na[j]>0 then begin
for i:=1 to nal[j]l-1 do

write at[]j,1]1, ', ')
write(at[j,naljl])
end;
writeln('}")
end;
writeln ('Reuniunea="); write('{'); d:= "' ';
if na[l]>0 then begin
d:=",";
for 1i:=1 to nal[l]l-1 do
write(at([1l,1], ', ");
write(at(1l,nall]])
end;
if c<>a[2] then
begin
i=1
while at[2,i] in c do i:=i+1
write (d,at[2,1]1);
for j:=i+1 to nal2] do
if not(at[2,3j] in c)
then write(', ',at([2,3])
end;
writeln('}");
writeln('Intersectia="); write('{");
if c<> [] then
begin
i:=1 while not(at[l,i] in c¢) do i:=i+1;

write(at[l,1]):
for j:=i+1 to na[l] do if at[l,]j] in c then

write (',',atf[1l,31)
end;
writeln('}"'");
k:=0;
writeln('Diferente: ');
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for jl:1 to 2 do
begin
Jj2:=(3J1+1) div j1;
writeln('multimea
write('{");
if not (a[jl] <=al[j2]) then

begin
i:=1;
while at[jl,1i] in a[j2] do il:=i+1;
write(at([]j1l,1]1);
k:=k+1;
ds[k]:=at[jl,1i];
for j:=i+1 to na[jl] do if not(at[jl,]j] in alj2])

',31, ' - multimea ',3j2, '=');

then
begin
write (', ',at[jl,3]);
k:=k+1; dslk]:=at[jl, 7]
end
end;
writeln('}"'")
end;
writeln('Diferenta simetrica="'); write('{');
if k>0 then
begin
for i:=1 to k-1 do write(ds[i],"',"):;
write (ds[k])
end;

writeln('}'"'); readln
end.

15) Programul numara aparitiile unui subsir intr-un sir de caractere
dat si afiseaza pozitiile in care apare.

var s,sc:string; n,1i,1 byte; pos:array[l..255] of

byte;

begin

writeln('Dati un sir de caractere: '); readln (s);
writeln ('Dati subsirul cautat: '); readln(sc);
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l:=length(sc); n:=0;
for 1i:=1 to length(s)-1+1 do
if sc=copy(s,i,1l) then

begin
n:=n+1;
pos[n]:=i
end;
write ('Subcuvantul apare de ',n, ' ori');
write('in pozitiile: '");
for i:=1 to n-1 do write(pos[i],’,");
writeln (pos[n]);readln

end.

16) Recursivitate
Sa se afiseze valoarea n! calculata intr-o functie recursiva.

program factorial-recursiv;
type natural =0 .. maxlongint;
var n: byte;

function fact (n:byte) : natural:
begin
if n=0 then fact : =1
else fact : = n * fact(n-1);
end;
begin
write('Dati n = '"); readln(n);
writeln(n, '!= ',fact(n))
end.

17) Se citesc n cuvinte terminate cu cate un blanc din n linii si sa
se afiseze fiecare cuvant asa cum s-a citit si apoi cu literele inversate.

program inversare-cuvinte;
var i;n:byte;
procedure inverseaza;

var c¢ : char;
begin
read(c); write(c);
if ¢c<>'" ' then inverseaza;
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write (c);
end;
begin
write ('dati numdrul de cuvinte');
readln (n) ;
for 1i:=1 to n do
begin
write ('cuvédntul terminat cu blanc');
inverseaza
writeln;
end;
end.

18) Fisiere
Sa se intercaleze doua fisiere ordonate strict descrescator.

program interclasare;

var aa,bb,cc: file of integer;
l,%x,y:integer;

begin
assign(aa, 'a.dat');
assign(bb, 'b.dat');
assign(cc, 'c.dat');

rewrite (aa);

repeat read (x);

write (aa, x);
until x=0;

close (aa);
rewrite (bb) ;
repeat read(y);

write (bb,vy)
until y=0;
close (bb) ;
rewrite (cc); reset(aa); reset (bb);

read(aa,x); read(bb,vy):;
while not eof (aa) and not eof (bb) do
begin
if x<y then begin
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write(cc,vy);
read (bb,vy);
end
else if x>y then begin
write (cc, X);
read (aa, x) ;
end
else begin
write (cc, x);
read (aa, x) ;
read (bb,vy) ;
end;
end;
while not eof (aa) do begin
write (cc, x) ;read(aa, x);
end;
while not eof (bb) do begin
write(cc,y) ;read(bb,y):;
end;
close(cc);
reset (cc);
while not eof(cc) do begin
read(cc, 1) ;
write(l, ' ");
end;
end.

19) Liste
Se citeste un sir de litere mici din alfabet, terminat cu caracterul
"$". Sa se pund intr-0 stiva toate literele citite. Se citeste apoi o litera
oarecare y din alfabet. Sa se genereze doud liste de tip stiva ; prima sa
cuprindd literele din stiva initiald care preced in alfabet literei alese vy,
cealaltd sa cuprinda literele din stiva initiala care succed literei alese.
program prelucrare;
type reper = * element;
element = record
litera:'a’..’"z’;
urm:reper
end;
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var varf, varfl, vérf2, p,qg:reper;
sir:string;i:byte;y:’a’.."z’;

begin

write ('Sirul terminat cu $');readln(sir);

varf:=nil;

1:=1;

while sir[1]<>'S$"' do
begin new (p);

p".litera:= sir[i];
p”.urm:=varf;
varf:=p;
i:=i+1
end;
write ('litera y='); readln(y);

if varf = nil then
writeln('stiva initiala este vida')
else
begin varfl:=nil;
varf2:=nil;

p:=varf;
repeat
if pt.litera <y then begin
new (q) ;
gt.litera:=p”*.litera;
gt.urm:=varfl;
varfl:=qg;
end;
else
if pt.litera > y then
begin
new (q) ;

gt.litera:=p”*.litera;
gt.urm:=varf2;
varf2:=qg;
end;
p:=p”.urm;
until p = nil;
if vadrfl=nil then
writeln('nu existd litere care preced y')
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else begin
p:=varfl;
repeat
write(p”.litera:2);
p:=p”.urm;
until p=nil;
end;
writeln;
if varf2 =nil then writeln('nu exista litere
care succed y')
else begin
p:=varf2;
writeln' ‘literele care succed y');
repeat
write(p”.litera:2);
p:=".urm;
until p=nil;
end;
end;
end.

20) Sa se creeze un arbore binar si sa se determine inaltimea lui.

Solutie
#include <iostream.h>
typedef struct nod{
int inf;
nod *legs,*legd,;
Yarb;
void creare(arb * &rad){
int x;
cin>>Xx;
if(x) {rad=new arb;
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rad->inf=x;
creare(rad->legs);
creare(rad->legd);

¥

else rad=0;

int inaltime(arb * rad){
int X,y;
if(rad){x=inaltime(rad->legs);
y=inaltime(rad->legd);
if (x<y) return y+1;
else return x+1;

}

else return 0;
}
void main(){

arb *rad,;

creare(rad);

cout<<"inaltimea arborelui este "<<inaltime(rad);
}

21) Fie A 0 matrice cu m linii si n coloane cu elemente de la 1 la 9.
Numim componenta conexd in A un grup de elemente cu aceeasi valoare
asezate consecutiv pe aceeasi linie sau coloana. Sa se determine aria
componentei lui A cu numar maxim de elemente.

Solutie
#include <iostream.h>
int max=0;
int n,m,contor;
int a[10][10];
void parcurg(int u,int v,int z){
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if ({((u<0)l|(u>=n)]|(v<0)]|(v>=m)))
if (a[ullv]==z )

{a[u][v]=0;
contor++;
parcurg(u-1,v,z);parcurg(u+1,v,z);
parcurg(u,v+1,z);parcurg(u,v-1,2);

¥

}

22) Problema lui Josephus. Un numar de n persoane sunt asezate in
cerc si numarate din m Tn m incepand de la persoana de pe pozitia K.
Persoana care a fost numarata pe pozitia m pleaca. Dandu-se n, m si k, sa
se afiseze ordinea plecarii persoanelor. Se cere o implementare care
foloseste alocarea secventiala.

Solutie

#include <iostream.h>

void main(){
int n,m,k,i.j;
int a[50];
cout<<"Numarul de persoane ";
cin>>n;
cout<<"Pasul de numarare ";
cin>>m;
cout<<"Pozitia de plecare ";
cin>>k;

for(i=0;i<n;i++) a[i]=i+1;

i=k-1;
cout<<a[i]<<"";
a[i]=0;
for(int repeta=1;repeta<n;repeta++){
J=m;
while(j>=2){if (a[(i+1)%n]) j--;
i=(i+1)%n;
}

cout<<a[i]<<" "
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a[i]=0;
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INFORMATICA

PROBLEME PROPUSE

1) Se considera un graf neorientat cu structurd de arbore. Sa se
determine cel mai lung drum 1n arbore.

2) Se citeste de la intrare un sir de paranteze rounde deschise si
inchise. Sa se determine daca sirul de paranteze este corect.

3) Se dau numerele naturale n si k, cu 1<k<n. Si se calculeze C¥ firi
a depasi valoarea finala.

4) Se dau numerele naturale n si k, cu 1<k<n. Si se determine toate
combinarile de k obiecte din {1,2,...,n}.

5) Se considera un caroiaj 3xn, ce trebuie pavat cu dale de dimensiuni
1x2. S&a se calculeze numarul de pavari distincte. Doud pavari simetrice
dar neindentice sunt considerate distincte.

6) Se considerad vectorul x=(xi,...,X,) ale carui elemente sunt numere
reale.
a) Ordonati crescator elementele vectorului ;

n
b) Determinati numarul real o care minimizeaza suma Z| X, —a|.
i=1

7) Se citesc de la intrare numere intregi pand la intalnirea primului
numar negativ. Sa se listeze numerele naturale astfel citite in ordinea
directa si in ordinea inversa in care au fost introduse de la intrare.

8) Fiind date numerele reale Xi,...,x,, sd se determine coeficientii

polinomului de grad n, in care coeficientul lui x" este 1, care le admite ca
radacini.
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9) Se considera o matrice patrata de ordin n avand ca elemente numere
reale. Sa se reordoneze elementele matricii astfel incat pe orice linie si pe
orice coloand elementele sa apara in ordine crescatoare.

10) Se considera o lege de compozitic ® pe multimea {1,2,...,n} data
prin matricea A de ordin n: iej = a. Sa se determine dacd legea de
compozitie are element neutru, caz In care se cere si acest element.

11) Pe multimea {1, 2, n}, n e N citit de la tastatura, se defineste o
relatie de echivalentd ‘R sub forma unei matrice patratice astfel:

0, altfel
Sa se alcatuiasca clasele de echivalenta determinate de R .

_{1, daca iRj
ij =

12) Se considera urmatoarea matrice infinita

Considerand ordinea indicatd de sdgeti, sa se determine care este
numarul rational aflat pe pozitia K citita de la tastatura.

13) Se dau n cuburi, si pentru fiecare cub i se cunoaste lungimea laturii
li si culoarea ci. Sa se formeze un turn de inaltime maxima astfel incat daca
cubul i std pe cubul j atunci I;>l; si ci=c;.

14) Se da un graf conex neorientat. Sa se determine un ciclu de
lungime maxima.
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15) Fie 1<n<10si se citeste o permutare a multimii {1, 2,---,n}.
Determinati numarul de ordine al permutdrii in cadrul multimii de
permutdri ordonate lexicografic.

Exemplu: daca n=4, permutarea 2134 are numarul de ordine 7.
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MODELE DE TESTE PENTRU ADMITERE

TESTUL A

L Pentru n>1 se considera polinomul f, e R[X].

1. f, =(X -1)"+(X -2)" -1.

a) Si se afle n daca X" are coeficientul 15 ;

b) Si se afle daca 3 este solutie pentru ecuatia f,(x)=n?;
C) Sa se determine radacinile reale ale lui f ;

d) Tn ce cazuri f,, sedividecu f_ 2

b
2.FieM:{(a j abeQ, a2+b2=1}.
-b a

Sa se arate ca :
a) (M) este grup comutativ ;
b) Multimea M are o infinitate de elemente.
. x* —3x ,pentrux <1
II.Fie f:R>Rsi f(x)= P .
ax® —ax+b, pentrux >1

a) Sa se determine a si b daca f este derivabild pe R.

2
b) Si se determine a si b daca I | f(x) dx =3.
1

III. Un trapez ABCD (AB || CD) cu diagonalele perpendiculare.
Lungimile laturilor AB, BC,CD, DA sunt a,b,c,d . Sa se arate ca :

a) a®+c*=b*+d?*;

b) Aria trapezului este patratul naltimii dacd si numai daca
trapezul este isoscel ;
) Daca trapezul admite un cerc inscris atunci una dintre diagonale
este axa de simetrie ;
d) Se considera in spatiu un punct M si se noteaza

V,=MA,V,=MB, V,=MC. Daci C=2a sa se calculeze MD fn

functie de V,,V,,V,.
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SOLUTII

I.
1)
a) Avem CZ(1+2?)=15 si deci ”(”2_1) — 3 adica n=3.

b) Ecuatia se scrie 2" = 2. Verificirile ficute pentru n<4 arati
ca n=2 si n=4 sunt solutii.

Pentru n>5 se aratd prin inductie cd 2" > n’ si deci solutiile sunt
numai n=2 si n=4.

c) Avem f/(x)= n[(x—l)n’l +(x—2)"’l] Daci n este impar

ecuatia f/(x)=0 nu are solutii si din teorema lui Rolle ecuatia f, (x)=0
are cel mult o solutie.
Avem f (x)=0 daci si numai daci x =2. Daci n este par avem

fnr(x):0@x—1:2—x<:>x:g. Avem lim f (x)=c0 si
fn(§]:i+i—l<0 st deci X, e(—ooléj si X, E(§’Ooj' Ridicinile
2 2" 2" 2 2

sunt x, =1s1 X, =2.

d) Dacd n=1avem f,=2(X*-3X+2) si f,=2(X-2) si deci
f|f,. Dacd n=2 avem f,=2(X*-3X+2) (X*~3X +4) si deci
f,| f,. Pentru n>3, f are radacini din C-R. Fie «aeC-R cu
f (&)=0 adica

(@-1)" =1-(a-2) €)
Daca f, | f,, rezulta
(@-1)" =1-(a—2)" )

Din (1) si (2) rezulta
(- (-2 ) =1—(a—2)*" adica . (@ —2)"|(«-2)" —1]=0.
Tinand seama de (1) avem (a - 2)n (a —1)n =0 ceea ce este n

contradictie cu @ € C—R. Valorile acceptabile pentru n sunt n=1 si
n=2.
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2

ai Fie
b d
A:(a j Bz( ¢ j a,b,c,deQ, a®+b’=1, c?+d*=1.
b a -d ¢
a p
Avem AB:( 5 Junde a=ac—bd ; p=ad+bc. Avem o, f€Q
- (24

si o+ B =(ac—bd )’ +(ad +bc) = (a% +b)(c? +d?)=1.

Rezulti ABeM si AB=BA. Cum in MZ(Q) inmultirea este
asociativa aceasta proprietate se regaseste si in M . Pentru a=1,b=0
avem a,beQ,a’*+b”=1 si deci |, eM. Inversa matricii A este

a b
A? :( aj €M deoarece a, -be@Q si a®+(~b)’ =1. Rezulta deci

-b
ca (M) este grup comutativ.
b) Fie reQ si a= 2r2 . b= 1—r2 . Avem a? +b? =1 pentru
1+r 1+r

orice r € Q, adica multimea M are o infinitate de elemente.

IL.

a) f este derivabila pe fiecare dintre intervalele (—o01) si (1,00)
fiind suma sau produs de functii elementare. Continuitatea in 1 este
asiguratd de conditiile IirTI f(x)= IirTI f(x)=1, adici b=-2.

x<1 x>1 f (X)_ f (1)

F(x)- )

Conditia de derivabilitate este lim =lim——,
x—1 X—=1 x—1 X=1
x<1 x>1
e XP=3x+2 . axi-ax
adica lim—————=1Iim < a=-1.
x—1 X -1 x—1 X —
x>1
b) Avem

I :D f(x) dx:i(xz—3x)dx+i(—x2+3x)dx+jl'| f(x) dx =

=3+_2Hax2—ax+b‘ dx .
1
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2
Avem | =3c>”ax2 —ax+b‘ dx=0.
1
Vom demonstra ca daca g:R —>[O,oo) este o functie continua si
b
Jo(x)dx=0 atunci g(x)=0 pentru orice xe[ab]. Presupunem ca

exista x, €(a,b) astfel ca g(x,)>0. Cum f este continui existd o
vecinitate V(x,) astfel ci pentru orice xeV(x,) avem g(x,)>0.
Fie &> 0 astfel ca [x, —&, X, +&]<V(x,)n[a,b] si m minimul lui f pe
intervalul inchis [x, —&, X, +&]|. Rezultai m>0. Daci X, (a,b) avem
contradictia

ig(x) dx = XOI_gg(x) dx + Xng(x) dx + j.g(x) dx > Xoﬁn dx =2me > 0.

Analog se trateazi cazul X, =a sau X, =b. In cazul nostru rezulti ca

ax? —ax+b =0 pentru orice x €[1,2]. Cum polinomul P =ax?—ax+b
are o infinitate de radacini rezulta P =0 adica a=b =0.

L.
a) Fie o intersectie a diagonalelor. Avem
a? +c? = (0A? +OB?)+(0C? +0D?)
si
b +d? = (OB? +0C? )+ (0A? +OD?)
deci a® +c? =b® +d?.
b) Fie M si N mijloacele lui AB si DC. Avem OM =g, ON =% i

deci J(ABCD)=%~h=(OM +ON)h. Perpendiculara din O pe AB

intersecteaza AB si DC }n M’ si N'. Avem h=OM'+ON’ si
OM >0OM’,ON >ON’ si deci o(ABCD)> h?. Egalitatea are loc daca si
numai daci OM=OM’ si ON=ON’'. in acest caz avem
OA=0B,0D=0C sideci AD =BC, adica trapezul este isoscel.
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C) Se arati ci a+c=b+d si cum a’+c®=b*+d?* rezulta
ac=hd sideci a=b sic=d sau a=d si c=b, adica BD este axa de
simetrie sau AC este axa de simetrie.

Observatie. Este valabila si reciproca acestei proprietati.

d) Avem M—O—:cvl+av3 _¢V,+a MD
c+a c+a

si deci

—_—

MD =SV, +V, — 2V, =2V, — 2V, +V,.
a a
TESTUL B

L.
1.FieaeRsi f, g : R = R, f(X)=x>+x+a,g =x*+ax+1.

a) Pentru a = —% sa se rezolve ecuatia f(2*) =g(4").

b) Sa se arate ca f este inversabila si sa se determine a stiind ca

c) Sa se afle a astfel incat ecuatiile f(X)=0 si g(X)=0 au o
radacind reald comuna.
I1.

1.Fie f:R—>R, f(x)=xe™.
a) Sa se determine a si b daca functia F:R—>R
F(X) =(ax+b)e™ este o primitiva a lui f.

b) Sa se calculeze lim j f(x) dx.
0

c¢) Daci f™ este derivata de ordin n a lui fsi f™(x)=0 sa se
arate ca X = n.
111.

1. Se considera un triunghi dreptunghic ABC cu ipotenuza AB de
lungime a si m(ZCAB) = x..

a) Sa se arate ca daca r este raza cercului inscris in triunghiul
ABC atunci :
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r :%(sinx+cosx—1).

b) Dintre triunghiurile dreptunghice nscrise intr-un cerc dat sa se
gaseasca acela cu raza cercului Tnscris maxima.
2. Fatd de sistemul ortogonal Oxyz se considera punctele

A(12,-1), A(211) si A, diferit de O, Tn planul xOy astfel ca
triunghiul A A A, sa fie echilateral.

a) Sa se arate ca vectorii @q,ﬁz,@e sunt coplanari.
b) Sa se determine unghiul format de dreapta A, A, cu planul xOy .

SOLUTII

I.
1.

a) Notam 2* =y si avem y>0 si y3+y—%=y“—§y2+1,

adicd (y—-1)(y—2)(3y*+6y+5)=0 si deci y=1 sau y=2. Rezulti
x=0 sau x=1.

b) Deoarece f'(x) =3x*+1>0 functia f este strict crescitoare si
deci injectiva.
Cum )I(m f(X)=00 si XILmOO f(X)=—o0 iar f este continua (si deci are

proprietatea lui Darboux) rezultd cd f(R)=R, adica f este surjectiva.
Asadar f este bijectiva si deci inversabila.
Din f(g(x)) =x rezulta f(f*(g(x))= f(x) adici g(x)= f(x)
si deci
X =x*+x-1+all-x)=0<= (x-1)(x* +1-a)=0.
Avem x, =1.
Cum ecuatia are doud radacini distincte rezultd ca ecuatia

x* +1—a=0 are ridicina dubli diferitd de 1 sau are ridicina 1 precum si
o altd radacind. Avem deci cazurile 1-a=0 sau 1 + 1 - a = 0. Pentru
a =1 raddcinile distincte sunt 1 51 0. Pentru a=2 avem x, =1 si X, =-1.
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c) Fie aeR ridicina comuni. Avem o’+a+a=0 si
o’ +aa+1=0. Elimindim a si obtinem «*=1 adici o =+1. Pentru
a =1 rezulta a=-2, iar pentru o =—1 rezulta a=2.

IL.

1.

a) Avem F'(X)=ae —(ax+b)e™ =(—ax+a—-h)e* =xe™ si
deci a=b=-1.
_n+1

e"

b) Avem | :J' f(X)dx=—(x+1e™ gzl
0

Din lema lui Stolz rezulta lim n—j:l =0sideci Inl =1

nom @ neseo
c) Avem
fOX)=€"-x)"=Ce™)"x+Cie™ )" 1=
=(=D"xe*+n(=)""e* =(-1)"e*(x—n).
Avemdeci f™(X)=0<=x-—Nn=0<x=n.

II1.

1.

a) Fie A',B,C’ punctele de tangentd ale cercului inscris cu
laturile triunghiului. Avem CB'=CA'=r si deci AB'=AC-r,
BA'=BC-r.

Cum
AB=AC'+BC'=AB'+BA'=AC+BC-2r
AC+BC-AB acosx+asinx—a
2 2 '
b) Fie R raza cercului dat. Rezulta a=2R si r=r(x)=

rezulta r =

=R(sinx+cosx—1) cu XE(O, %} Avem r'(x) =R(cosx—sinx). Din

F'(x)=0 rezulti tgx=0 si deci xO:%. Avem r'(x)>0 pentru
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X e (0, gj si r'(x) <0 pentru x e(%, %) Maximul lui r se realizeaza

n x, =%, deci pentru triunghiul dreptunghic isoscel.

2.
a) Fie Ay(a, b, 0). Conditiile A/A =AA,, AA =AA, conduc la
(@-1)°+({0—-2)°*+21 =1 +1> + 2°
(@-2°+(O-1*+21° =1 +1> + 2°
adica a®? +b?>=2a+4b=4a+2b, adici a=b=0sau a=b=3.
Cum Aj este diferit de 0, rezulta Az (3, 3, 0).
Vom arita ca punctele O, A, A,, A, sunt coplanare.

100 O

1 2 -1
112 -1
Avem A= =2 1 1
121 1
33 0
133 0
Adundm prima linie la a doua linie si avem
1 2 -1
A=13 3 0]=0.
33 0

Observatie. Punctele O, A, A,, A, sunt coplanare.

b) Fie B proiectia lui A, pe planul xOy si ¢ masura unghiului

AB 1

format de dreapta A,A, cu planul xOy. Avem sina =—=—=— si deci
AA 6
1
a =arcsin—.
N3
TESTUL C
I

1. Fie polinomul f e R[X], f =X"+X+1L,n>2.
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a) Sa se determine n daca f(4) =3f(2).

b) Daca X;,X,,..,X, sunt radacinile lui f sa se calculeze
P=(1+x)A+x,)...+x,).

c) Pentru ce valori ale lui n, f are cel putin o radacina de modul 1.

. a b
2.F|eM:{[ ja,bezs}.
-b a

a) Sa se afle numarul elementelor mul{imii M.
b) Sa se arate ca (M, +,-) este corp.

c) Daci AeM si se calculeze A®.

I1.
1.

a) Sa se arate ca pentru X > 0 avem
2

x—X?< In(1+x) < Xx.

b) Daca a, = (1+ izj(l'l- %j(l'l‘ 12) sa se calculeze lima,.
n n n n—oo

T

3
C) Sa se afle prima zecimala a numarului | = J. In(1+sin x)dx .
0

I11.

1. Pe un cerc C'de raza 1 se considera punctele A, B,C,D astfel ca
AD =CD, m(«£ BAD) =105° m(£ ABC) =90°.

a) Daca _szvl si BC =V, sd se exprime BD in functie de v si
Vo.

b) Se considera in spatiu punctul V astfel ca VA=VB=VC =2. Sa
se arate ca piramida VABCD admite sfera circumscrisa si sa se calculeze
raza acestei sfere.

2. Fata de sistemul rectangular XOy se considera punctele
A(l, 2), B(—l,l) :

a) Sa se afle coordonatele centrului de greutate G, al triunghiului
ABC.
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b) Daca H este ortocentrul triunghiului OAB si C este centrul
cercului sau circumscris, sa se arate ca punctele G, H,C sunt coliniare.

SOLUTII

I.
1

a) Avem 4" +5=3(2"+3) <>4"-3.2"—4=0. Fie 2" =y si deci
y>0, y*—3y—4=0, adiciy =4 si decin=2.

b) Avem P =1+ % +D XX +..) XXXy + XXXy . Din
relatiile lui Viéte rezulti P=1+(-D)""'+(-1)"=1. Altfel : avem
1+x, =-% si deci P=(-1D)"(xX,..X,)". Cum XX,..X, =(=1D)" rezulta
P=(-1)"(-)" =(-1)"™ =1, deoarece n(n+1) este par.

c) Fie cosa+isinag radacina lui f de modul 1. Avem
cosna+cosa+1+i(sinna+sina)=0 si deci cosna=-1-cosa si
sinha =—sina. Ridicam la pitrat si adunim : CoS° N +sin® na =

1 1Y
= (1+cosa)? +sin’ o, adica COSaz—E si de aici Sina =+ 1—(——] =

2
3

=i7 Deoarece f are coeficienti reali rezulta ca f admite radacinile

1 .3 1 .43

L L ARV S
A RN i

Cum x2+x+1=0 i X13=1, din  f(x)=0 rezulta
X'+ (¢ +x+1)=0  adici X'—x*=0<>x"2=1  Punand
n-2=3k+r cu re{012}, rezultd (X)'% =l<r=0 si deci
n=3k+2,keN.

2.

a) Deoarece a,be{f),i,?} rezultd ca exista 3 - 3 = 9 matrice
distincte.
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b) Se aratd usor ca (M,+,-) este inel. Pentru ca elementul

a b - . . a b 2 12 ox
b sa fie inversabil este necesar ca det b =a“+b® sa fie
_ a — a

inversabil in Z, adici a*+b? +#0 Verificim a,beZ, si constatim ca

a?+b’=0<a=b=0. Asadar A #0O, este inversabila  si

(04
Al :[ . ﬂ} cua=a(@ +b>)™, f=-Db@ +b*) " adici AteM.
— o
c) Fie M"=M—{0,}. Cum (M) este grup cu 8 elemente
rezultd ci pentru Ae M” avem A, =1,. Daci A=0, atunci A® = O,.

II.
1.
a) Pentru x>0 notam f(X)=x—=In(1+Xx) si

X2

g(x) = INL+X) =X+, f,9:(0,00) > R. Avem f'(X)=——>0 si
2 X+1

deci f este strict crescatoare adica f(x)> f(0)=0. Deoarece
2

g'(x)= 1X > 0 rezulta analog g(x) > g(0) =0.
+ X
2
b) Pundnd x= LZ rezulta LZ - k—4 < In(1+ Lz) < LZ Insumam
n n 2n n n
aceste inegalitati pentru k = 1, 2,... n si avem
n k n k? n k
—‘; —‘; <Inﬁ 1+L <‘; =
n’ 2n* U n? n’
- n(ntl) _ n(n+1) (42n +1) <Inx < n(nng) .
2n 12n 2n

Trecem la limita pentru n—>o si din teorema “clestelui” obtinem

lim x, :% si deci limx, =/e.

n—oo n—o0
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in% x

: Si . . . .
C) Avem sinx— 5 <In(@+sinx) <sinx si deci

- 3
sinx—Sln X dx<I<Isinxdx, adica 1—1+£<I<1 si deci
0 2 12 16 2

Ot [N

05>1>05- % + E > 0,4. Prima zecimala a lui | este 4.

1.

1.

a) Fie E intersectia dreptelor
AC si BC. Avem

m(£ DAC)=m(«£ DCA)=45°,

m(£ CAB)=60°, m(£ACB)=30° si D
AC =v, —v, Din teorema bisectoarei

avem AE = AB =1930° = = si deci

EC BC 3
45°
AE = 1 adica B
AE+EC 1+ \/5 60°
>
AE = —\/3‘;1 AC si de aici A

J3-1

AE = T(V2 -V, ). Rezulta

J3-1

ﬁ:ﬁ+ﬁ:vl+T(vz -V;)

_ :3—;/5\/l . ‘/‘3’2_1\/2 _
J3-1
:T(«/3vl+v2).

) ) ) BE AB BD AB
Din teorema sinusurilor avem — =— ,— =—
sin60° sin75° sin105° sin30°

BD 4sin®75° 2+43

BE 3 B

adica

si deci
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BD = (2+J2§3/(§J§_1)(J§vl+v2):1;J?(J§vl+v2).

Altfel: Punem BD=Av,+uv, si calculim BD-v, si BD-v,. Avem

Bz 2, Bz o2
R LN P I S A Ly - P Sy
2 2 2 2

b) Fie O proiectia lui V pe planul ABCD. Cum VA=VB=VC
rezulta OA=0B =0C si deci O este centrul cercului. Sfera circumscrisa
conului cu varful V si cu baza cercul C, este circumscrisa piramidei. Conul
are raza R=1 si generatoarea G =2 si deci sectiunea sa axiald este un
triunghi echilateral.

Raza sferei circumscrisa este raza cercului circumscris unui

Nel

triunghi echilateral de latura 2 adica p =

2.
a) Coordonatele centrului de greutate sunt
X, = X+ X+ X O+1_1=0,YG Vit Yo+Ys 0+2+1:l
3 3 3 3
b) Avem OA=,/(0-1)%+(0-2)* =5 si

AB=\/(1+1)2+(2—1)2 =5, adici AO=AB si deci triunghiul este
isoscel. Punctele C,G,H se gasesc pe indltimea din A si deci sunt
coliniare.

Observatie. Aceasta proprietate are loc pentru orice triunghi.
Dreapta pe care se gasesc aceste puncte se numeste dreapta lui Euler.
TESTUL D

|
1.Fie f =R[X], f=X"+X+1.

a) Sa se arate ca 4/ f(2) este irational.
b) Pentru n =3 se considerda ¢ € C—R, radacina a lui f.
Sa se afle prima zecimalad a numarului Re(a) .
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. a b
2.Fie M = |a,beZ}.
4 a

a) Aratati ca (M+,) este inel comutativ ;
b) Determinati elementele inversabile ale inelului ;
¢) Demonstrati ca inelul are divizori ai lui zero.
II.

3
1. Fie functia f :R—>R, f(x)= x2+a :

X“+1

a) Sa se arate ca f este inversabila daca si numai daca a=0.
2. Pentru a =0 sa se calculeze :
b) Aria marginita de graficul lui f si dreptele x=-2, x=1, y =0.

o (1) Gj

1.
1. Fie un dreptunghi ABCD in care AB=2,BC =1. Notam M
mijlocul lui (AD) si N mijlocul lui DC :

a) Raza cercului nscris Tn triunghiul ANB ;
b) Unghiul format de dreptele AN si BM.
2. Fie un cub ABCDA'B'C'D’ si O centrul sau.

a) Sa se arate ca m=%(ﬁ+ﬁ+@)

b) Si se calculeze unghiul format de planele (AB'D’) si (BA'C’).
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SOLUTII

I.
1

a) Presupunem ./f(2)=keN. Rezulta 2"+3=k? si deci
k=2m+1,meN. Pentru n=1 avem contradictia 5=k*. Pentru
n>2,2" =4m(m+1)-2 si contradictia este 4|4m(m-1)-2.

b) Fie functia f:R—>R, f(x)=x*+x+1si f(x)=3x*+1>0.

Fiind strict crescatoare f este injectiva si deci se anuleaza cel mult o data.

reala care este situata in (—1, O) . Mai precis

f(-07)=-0343-0,7+1<0 si f(-06)=-021-06+1>0 si deci
rdddcina reald X, se afld in (— 0,7, —0,6). Fie x,,X, celelalte radacini.
Avem X, =a si X, =a . Cum X, +X, +X; =0 rezultd x, +2Re(a)=0

si deci Re(a) = —% € (0,3 : 0, 35) , adica prima zecimala a lui o este 3.

2.

d
a) Fie A= a b , B= ¢ , a,b,c,deZ.
4 a 4d ¢

a p
Avem AB =
da o

a,feZ sideci ABe M. Rezultd de asemenea AB = BA. Este imediata
afirmatia A+ B e M . Elementele neutre se obtin pentru a=0,b=0 si

j unde a=ac+4bd, f=ad+bc cu

) (a b -a -b
respectiv a=1,b=0. Opusul lui 4 a eM este eM.

4(-b) -a
Tinand seama ca (Mz(R),+,-) este inel si M MZ(R) rezultd ca si
(M,+) este inel (subinel al lui (M, (R),+,).

a b
b) Fie A=(4b aj. Daci det A=a® —4b* =0, adica a = +2b

atunci A este inversabild. Avem



a -b
| a®—4b® a®-4b?

Al = i
-4b a ;
a?—4b* a?-4p?
—b
AleM <o 1 el.
a® —4b? N

a Y b ) a?-b? 1 L

Cum | — | -4 S| = = > rezultd ca

a’—4b a?—4b (a2—4b2) a?—4b
este necesard conditia a®—4b? |1, adica (a—2b)(a+2b)=+1. Rezultd
b =0 si a=+1. Elementele inversabile sunt I, si —1,.

c) Cu notatiile de la a) punem « =0, f=0. Putem lua, de
exemplu, a=2b si c=2d si avem AB =0,, adica A si B sunt divizori
ai lui zero.

II.

2.
3
X (X +3x—-2a e .
a) Avem f'= ( ( ” )2 ) Cum f este continua, injectivitatea
X“+1

este echivalentad cu stricta monotonie. Pentru ca f’' sa nu-si schimbe

semnul in 0 este necesar ca ecuatia X°+3x—2a =0 si aiba radicina 0,
2(\2
X (x +3) o . <
—————~ 20, adica f este strict crescatoare,
2
(x +1)
adica injectivai. Avem lim f(x)=—oo si lim f(x)=c si cum f este
X—>—00 X—0

adica a=0. Rezulta f '(X) =

continud, rezultd f (R)=R si deci este i surjectiva.

3 3

¢ —x e X X
b) Avem A:I 5 dx+_|' 5 dx. Cum —— =X—-—;
X +1 o X°+ X“+1 X“+1
? X2l 1 1 5-In10

+% In(x2+1)‘ 0 o

rezulta A:—X— —= In(x2+1)
2 0 2 0

2



¢) Din f(x)=0 adici — =% rezulti x=1 si deci

1.
1.
a) Triunghiurile ADN si BCN sunt dreptunghice isoscele si deci

A A A
m LDNA]— m [CNB]—450. Rezulta de aici m [ANBJ =90° i

AN =BN=212. Avemr=>=—4__20_2)
p

2+ \/E
D N C
45° 45°
M 5 b
A B

AN
b) Fie P intersectia dreptelor AN si BM. Notam a =m {AMP} si

avem tg =28 _4
AM

VAN AN
Deoarece m {PAM } =45° rezulta m [APM j =180° -45° — ¢ si

o_ f— —
_ 19 135 0tg a -1 4=§, adica
1+tg 135'tg ¢ 1-4 3

deci tg (AIS\MJﬂg (135° —a)

unghiul dintre dreptele AN si BM are masura arctg g



2.
Q) Avem AG =2 AC'~(AB+BE'+BC). cum AB-DC si

B'C' =BC rezulta relatia din enunt.

b) Consideram sistemul rectangular AB'DA’ si latura cubului de
lungime 1. Varfurile cubului au coordonatele A(0,0,0), B (1 0,0),
A (0,0,1),B'(10,1),C'(1,1,1),D'(0,1,1).

Fie ax+by +cz +d =0 ecuatia unui plan. Daca punctele A,B’,D’
se gasesc in acest plan avem d=0,a+c=0,b+c=0 si deci
a=—C,b=-c siecuatia planului (AB'D’) este

-X—-y+z=0 Q)

Consideram  planul ce trece prin B,A,C" si avem
a+d=0,a+b+c+d=0, c+d=0, adica a=-d,b=d,c=-d si
ecuatia planului este

-X+y-z=1 2

Dacid a este masura unghiului dintre planele (AB'D’) si (BA'C’)

(=) (9+(-) O+@® (Y] 1

Cos o = =

V343

Co 1
si deci « = arccos 3

TESTUL E

I. Fie aeR, ne N. Si se determine toate polinoamele
PeR [X] avand proprietatea

(X=n)P(X+1)— XP(X)+na=0.
IL. Se considera sirul (x ), ., definit prin x ,=.3+2x ,
X, € [0, 3].Sase arate ca:

a) Sirul (x,), . este monoton, marginit si lim x, =3.

n—oo

b) Pentru orice k e N°, limn*(3—-x,)=0.



III. Se considera piramida ABCD in care DA=AB=3 si
m(«£ DAB) = m(«£ DAC) =90°, m(«£ BAC) =60°, m(« BDC) =45°.

a) Sa se arate ca AC=4.

b) Sa se calculeze volumul piramidei si raza sferei inscrisd in
piramida.

SOLUTII

I. Considerand egalitatea din enunt pentru functiile polinominale
asociate si 1Inlocuind succesiv pe X cu 0, 1, ..., n—1 se obtine

P(1)=...=P(n)=a. Polinomul P este deci de forma
T(X)(X =1)...(X —n)+a unde T e R[X]. Relatia din ipoteza devine :

T(X+D) (X-=-D.. (X-=-n)-T(X) (X-=1... (X-n)=0.
Rezulta ca T(X +1)=T(X) si de aici ca T este constant si deci
polinoamele din enunt sunt de forma b (X —1)...(X —n)+a unde be R.

II.

a) Presupunand prin inductie ca X, €[0,3] rezultd ca
0<3+2x,<9 sideci X,,, €[0, 3]. S-a demonstrat deci ca sirul (X,), .y
este marginit.

Avem apoi X’

n+1

—x>=(x +1) (3—x,). Din etapa precedentid
rezultd atunci ca sirul (X,),_ este crescator. Fiind monoton §i marginit
sirul (X,),.y este convergent. Trecand la limitd in relatia X, =/3+ 2X,
se obtine lim x, =3.

n—oo

1 n
b) Se poate arataca 0<3-x, <3 | —=|, ne N.
5 &



I11.
a) Notim AC = X si avem DC =+/x*+9, BD =32 Din teorema

cosinusurilor aplicata in triunghiurile ABC si DBC obtinem:
BC? =9+ x* - 3x,
BC? =18+ X% +9—63/x +9.
Rezultd ci 3x+18=6+/x2 +9 si deci x = 4.
b) Aria (ABC)= % AB-ACsin60°=3y3 si volumul este
V :3«/3_’. Deoarece BC =x/1_3, cu formula lui Heron in triunghiul BCD

obtinem  aria (BCD):%. Aria totala a piramidei este

S=12+ %(6\/5 + 9\/5 ) . Raza sferei inscrise rezulta din relatia r = % .
TESTUL F

I. Pe CxC se considera operatiile

(z, W)+ (u,v)=(z+uU,w+V)

(z, W) - (U, v) = (zu —wWv), Zv+ wu)

a) Sa se arate ca (CxC,+,-) = K este un corp necomutativ.

b) Sa se calculeze (cos@,sind)".
I1. Se considera functia f :R — R definita prin :

1
xsin= , daca Xx %0,
f(x)= X

0 , daca x=0 .
a) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.

b) Fie x,€ R si (X,), .y sirul definit prin X, = f(x,). S se
arate ca sirul (x,), .y este convergent.
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III. In triunghiul ascutitunghic ABC se noteazi B'C’ proiectiile
lui B pe AC si a lui C pe AB. Fie H ortocentrul si R raza cercului
circumscris triunghiului ABC. Sa se arate ca :

a) AH =2Rcos A, B'C'=Rsin2A

b) Daca AH +B'C'=BC, atunci m (£ BAC) < 75°.

SOLUTII

L
a) Este usor de aratat ca (CxC,+) este un grup comutativ in care

elementul neutru este (0, 0). Se verifica direct ca legea ,, - ““ este asociativa.
Deoarece (U, V) - (z, W) = (zu—Wv, zZv+Wu) rezultd ci operatia ,, -  nu
este comutativd. Fatd de aceasta lege (1, 0) este element neutru si
(CxC,+,-) este inel necomutativ. Pentru a stabili elementele inversabile

fatd de Tnmultire se ajunge la sistemul
uz-w=1
VZ+Ow=0
In raport cu necunoscutele z, w sistemul are determinantul

|u |2 + | Vv |2. Rezulta ca daca (u, v) # (0, 0) sistemul are solutie unica si deci

TR B L ——
u[ M [u" +v]

b) C este izomorf cu un subcorp al lui K.

11



I1.
a) Este evident ca functia f este continua in zero si deci continud pe

C o 1 ) o e a
R . Deoarece nu exista lim sin—, functia nu este derivabila in zero.
X

x—0

b) Sirul | (x,) |n _y este descrescitor si deci convergent.
Convergenta sirului (X)) eny rezulté din continuitatea functiei f, din care
rezulta I|m f =f (nlm si observatia f(x)=f q X |)

1.

a) Fie a,b,c lungimile laturilor triunghiului ABC. Avem
=bcos A. Cum m(« AHC’):m(B) avem

AH — ,_AC :b?osAZZRsn_]BcosA:ZRcosA
sinB sin B sin B

Patrulaterul ABHC’ este inscriptibil si deci AH este diametrul
=AH si deci

cercului circumscris triunghiului AB'C’. Avem

sin A
B'C'=2R cos Asin A=Rsin2A.
b) Avem relatia 2RcosA+Rsin2A=a=2RsinA si deci

Sin A—cos A= %sinZA. Notam sin A—cos A= X si avem

sin® A+cos® A—sin2A=x*. Atunci sin2A=1-x* si deci 2x=1-x°.
Rezulti ci x=-1++/2, adici sinA-cosA=+2 -1 . De aici

Vo, 2 2.2
2

7smA—7c de unde 0<sin(A—45°)<% Atunci

A—-45°<30°.
TESTUL G

L
a) Fie a un numar real. Sa se arate ca daca a # 0, atunci exista
zeC, |z]=

12



b) Fie as,..., a, numere reale astfel incat

n n-1
Z'+az +.+a,<1

pentru orice numar complex z de modul 1. Sa se arate ca a, =...=a, =0.

IL.Fie f:R>R, f(t)= ijcostx dx.

a) Sa se arate ca

sint COSE_l . daca t=#0

f(t) = 1t .
- , daca t=0
2

b) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.

f(n-%

C) Sa se arate ca

s%t pentru orice t [0, 1].

III. Fie H hiperbola de ecuatie 4x* —9y® =1.

a) Sa se arate cd pe H nu existd puncte avand ambele coordonate
ntregi.

b) Sa se determine ecuatiile tangentelor la hiperbola perpendiculare
pe dreapta 3x+4y+1=0.

SOLUTII

L.
a) Se poate lua z=i.

13



b) Pentru n = 2 ipoteza este |z° +a,z+a,|<1 pentru orice zeC
cu |z|=1. Tnlocuind z cu iz rezultd ca ‘—22+a1iz+a2‘31 pentru orice

numar complex z cu |z|=1. Atunci |2z*+a,(L—i)z|<2 pentru orice

numar complex zZ cu |Z|=1, de unde rezulta ca <1,

o, 1,
V22

vzeC cu |z|=1. Din a) rezultd ca a; = 0. Ipoteza devine |2* +a,|<1
pentru orice numar complex z cu |z|=1, ceea ce este echivalent cu a
spune  cd  |z+a,/<1  pentru orice z cu |z|=L

Din a) rezulta ca a; = 0. Demonstratia se continua apoi prin inductie
folosind ideile precedente (Se va utiliza o radacina complexa de ordinul n a
lui -1).

II.
a) Pentru t # 0 se face schimbarea de variabild tx = S si obtinem
f(t) :tlZI;SCOSS ds. Integrand apoi prin parti rezulta ca

sint cost—1
f(t):T_'_ t2

2 -
b) Pentru t = 0 avem f’(t):t cost —2tsint+2 ZCOSt. Atunci

t3
Iirrg f'(t) =0 si dintr-o consecinta a teoremei lui Lagrange rezulta ca f este
t—

derivabila in zero si f'(0) =0.

©) £'(t)=—[ x*sintxdx.

I11.
a) Presupunem ci existi a,beZ astfel incat 4a”*-9b° =1.
Rezulta ca b este impar adicd b=2c+1l ceZ. Atunci

43> =9(2c+1)* +1=36¢c (c+1)+10.

14



Relatia ce rezultd : 2a® =18c(c+1) +5 este contradictorie.

. . : : 4
b) Panta dreptei este —% si deci panta tangentei este 3

Intersectam dreptele y:gx+n cu hiperbola si obtinem ecuatia

4x* —(4x+3n)* =1 echivalentd cu 12x*+24xn+9n°+1=0. Ecuatiile
tangentelor se obtin daca radicinile acestei ecuatii sunt egale, deci daca

36n?, 12. Tangentele au deci ecuatiile y = g Xt—

1
7

15



UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2000

L
1. Sa se determine functia de gradul al doilea f :R — R, data prin

f (x)=ax’* +bx+c, stiind cd admite un minim egal cu 9 si graficul sdu
trece prin punctele A(-1,13) si B(2,10).
2. Fie ecuatia X° —2x*+2x+17=0 si X, X,, X, radicinile sale. Sa

se calculeze X/ +x + x5, X’ +X +X si determinantul

XX X
X, X :
X3 Xl X2
II.
1. Sa se reprezinte grafic functia f:R-—>R definitd prin
2
X
f(x)= :
() X2 +1

2. Se considera functia f :(0,1) —>R  definitd  prin
f(x)=x(In x)z.

a) Sa se calculeze derivata functiei f si sa se arate ca 0< f (x) <1
pentru orice x €(0,1).

b) Sa se arate ci sirul (x,) . definit prin relatia de recurentd

X, =X (In X, )2 CU X, € (0,1) este convergent si s se calculeze limita sa.

16



I11.
1.

i) Sa se enunte teorema sinusurilor intr-un triunghi ABC.
ii) Fie ABCD un romb circumscris cercului C(O,R). Consideram

o tangenta variabila la cercul C (O, R) , care intersecteaza laturile [AB] si
[AD] in punctele M si respectiv N. S se arate i produsul BM - DN este
constant.

2. Se considerd piramida [VABCD] unde ABCD este dreptunghi,
{0} = ACBD,VO L (ABC).

i) Sa se afle aria laterala, aria totald si volumul piramidei, stiind ca
AB=4a,BC=b si VO=h.

il) Un plan oarecare intersecteaza muchiile laterale ale piramidei in
punctele A'e(VA),B'e(VB),C'e(VC) si D' e(VD). Sa se arate ca

1 1 1 1
+—=—1 :
VA" VvC'" VB VD'

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2000

Subiectele I si II coincid cu cele de la Facultatea de Matematica
Subiectul I1I

1
1. Si se calculeze Ixexdx .
0

2. Fie a un numar strict pozitiv. Se considera sirul (Xn)neN definit

prin X, =+Jn+a —x/ﬁ . Sa se arate ca acest sir este strict monoton,
marginit si sa se calculeze limita sa.

17



SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2000

L.
1. Prima conditie este ;—A =9, adica 4ac—b* =36a(1). Conditiile
a

f(-1)=13 si f(2)=10 devin a—b+c=13 (2), 4a+2b+c=10 (3).
Din relatiile (2) si (3) obtinem b=-1-a, c=12-2a. Tnlocuind in (1)
obtinem 9a’-10a+1=0. Avem solutiile a=1b=-2,c=10 si

1 10 106
a=—,b=——,c=—.
9 9 9
2. Din relatiile lui Viéte obtinem :
X\ + X, +X =2 51 XX, + XX + XX =2.
Rezulta de aici
X+ X5 X5 =(X +X, +x3)2—2(x1x2 +X+ XX )=4-4=0.
Apoi X, X,, X, verifica ecuatia data, adica
X2 —2x7 +2% +17=0; % —=3%5 +2x, +17=0; X} —3x¢ + 2%, +17 =0.
Prin urmare avem (xf + X5 +x§’)—2(x12 +X5 +x§)+2(><1+x2 +X%;)+51=0
si de aici
X2+ X5 +x3 =-55.
Pentru determinant adunam toate liniile la prima si tinem seama ca
X, + X, + X, = 2. Obtinem

2 2 2 2 0 0
A=X2 X X=X X=X X —X|=
XX X X3 X=X X=X

= 2(—xf — X2 = X5 + XX, + X, X, +x3x1):4.
Daca se dezvolta determinantul dupa regula lui Sarrus obtinem
A =3XX,X, —(xf +X +x§).
Deoarece X X,X; =—17, rezultda A=-51+55=4.

18



IL.

1. Avem D, =R, lim f(x)=1, f(0)=0, f'(x)= 2X =,
X (x2+1)
" 1_3X2 .. ..
f"(x)=2 ~. Tabelul de variatie al functiei f este
(x*+1)
X —00 _i 0 i 0
Ne Ng
f'(x) | 1 N 1 N\ 0 /! 1 /! 1
4 4
f(x) | - - -~ 0 + o+ + + 0
f"(X) a 1 U 1 M

Graficul lui f admite asimptota orizontala y =1 pentru x — oo, punctul

. 11 11
de minim (0,0) si punctele de inflexiune | ——,—= | si | —,— |.
(00) sip )

Graficul este prezentat in fig. 1.

Fig. 1.
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a) Avem f'(x)=Inx(Inx+2) si f’(x):0<:>x:i2 si

e
. > . (Inx)’ . 2Inx .
limx(Inx)” =lim~——==lim——=1im2x=0.
x—0 x—0 1 x—0 1 x—0
x>0 x>0 — x>0 —— x>0

X X
Tabelul de variatie al functiei f este

X 0 1 1
e’
f'(x) + + 0 - -
f(xy | 0 4 N 0
e2

Cum i2<1 rezulti ca 0< f(x)<1.
e

b) Relatia de recurentd se mai scrie X, =X, f(X,). Deoarece
X, € (0,1) si f (Xn)e (0,1) rezultd ca X e (0,1) si prin inductie obtinem
cd x,€(01). Pentru studiul monotoniei calculim  diferenta
s =% =% (f(%,)-1). Cum x e(0,1) si f(x,)e(01) rezultd

Xn +1

relatia de recurenta L(l— f (L)) =0 sideci L=0 deoarece f (L) <1.

< X, . Dupa demonstrarea existentei limitei L prin trecerea la limitd in

II1.
1.
i) Tn orice triunghi ABC avem :
a b C

sinAzsinB :sinC B

notatiile fiind cele consacrate.
i) Fie E,F,G punctele de tangenta ale cercului cu AB,MN si
AD . Notam

m(<« BOE)=m(« DOG)=« ;

20



m(<« EOM )= m(«< FOM )=x ;
m(<« FON)=m(«<GON)=y.
Avem 2x+2y+2a =7 si m(<):OBM)=m(<ODN)=%—a. Rezulta
m(«<OMB)=a+y =m(<«DON) si m(<OND)=a+x=m(<xBOM).
Deducem ABOM ~ ADMO si deci BM _0O8B de unde BM - DN =OB?.
OD ND
2.

2 2
i) vol (VABCD) =£3h- A, [VABCD]= a\/%+h2 +bJ%+h2 .

i) Fie V/,A",O" si C" proiectiile lui V,A,O si C pe planul
CC’ CcC’ ; AA"  AAT
Ve oW T VA WY
adunare, membru cu membru, a celor doua egalititi avem
AA" CC'" AA'+CC" _. e .
+ = . Din teorema liniei mijlocii aplicatd trapezului

VA" VC’ W’
AA'C"C rezulti AA"+CC"=200" si deci AV VAT CV -VCT_ 200
VA VC' V'

AB'C'D'. Din asemanare rezulta si prin

sicum AV =CV =m rezulta L +i=l @JrZ :
VA" VC' m\ W’

.01 1 1(200’
Analog se arata ca + =— +2|.
VB" VD' m{ W'

Alti solutie. Intr-un triunghi ABC bisectoarea din A are lungimea
A
2bccos—

I, = -2 Asadar,
b+c
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Notam E’ intersectia lui VO cu planul A'B'C'D’. In triunghiul

<AVC
1 2c0s
VA'C', VE este bisectoare si rezulta + =
VA" VC’ VE
<BVD
1 2C0S 5
Analog din triunghiul VB'D’ obtinem + =
VB' VD' VE
1 1 1

Cum <« AVC =« BVD rezulta

+—= + :
VA" vB'" VC' VD'

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2000

Subiectul 111
1. Integrand prin parti obtinem

=e—(e-1)=1.

1
0

1 1

1
J'xexdx: xe* O—J'exdx:e—eX
0 0

2. Amplificand cu Jn+a++/n avem

n+a—n

Jnra+dn Jnra+n’

Sirul (x/n +a+ x/ﬁ ) este strict crescator si cu termeni pozitivi si
neN

deci (x,) _, este strict descrescitor. Rezulta de aici ca X, > X, >0 si deci

sirul este marginit. Deoarece lim (x/n +a+ x/ﬁ) =oo rezulta limx, =0.

nN—o0 nN—o
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2001

L.
1. Se di polinomul f=X*+axX®+bX +c, unde a,b,c sunt

numere reale.
i) Sa se arate ca nu exista valori ale lui a,b,c astfel incat f sa se

divida cu X3®—-X .
i) Dacd f(0)=f (1), sa se determine a,b,c astfel ca polinomul

si apoi, sa se afle celelalte radacini.

iii) Daca g este catul impartirii polinomului determinat la punctul
i) prin X?—X —2, si se calculeze suma ¢ (1)+ g (2)+...+ g (n), unde n

este numar natural.
2.

N o . . 1 1 .
i) Sa se arate ca daca X # > y # > sunt numere reale, atunci

xy +(1-x)(1- y);t%.

ii) Fie G ={A(|XE]R\{%}}, unde

x 0 1-x
A=l 0 0 O eMS(R).
1-x 0 X

Sa se arate cd G este grup comutativ in raport cu inmultirea
matricelor.

23



IL.
1. Fie a un numar real strict pozitiv si f : (O, oo) — R definita prin

2 2
X" +a
f(x)=

2X
i) Sa se studieze monotonia functiei f.
. . L . X2 +a’
i) Se considerd sirul (X, )n>0 definit prin relatia X ,, = > ,

- X

n

unde x, >a.

iii) Sa se studieze monotonia si convergenta sirului (Xn )n>0. Sa se

calculeze limita sirului. Ce se poate spune dacd 0<x,<a ?
1
2. Fie n>0 un numar natural si fie | :J.x”exdx :
0

i) Sa se calculeze 1, si I, ;
if) Sa se stabileasca legatura intre |, si I, ;

iii) Sa se arate ca |, <e—1 pentru orice n>0.

II1.

1. Tn planul xOy se considera punctele A(4,4),B(1,0) si C(0,4)
unde A este un parametru real.

i) Sa se determine A astfel incat AB=AC ;

il) Sa se calculeze aria triunghiului ABC pentru toate valorile lui
A determinate mai sus.

2. Fie [ABCD] un tetraedru regulat si M un punct variabil Tn

interiorul tetraedrului.

1) Sa se arate ca suma distantelor punctului M la fetele tetraedrului
este constanta.

ii) Sa se calculeze volumul tetracdrului [ABCD] si raza sferei
nscrise in tetraedru stiind ca AB=a.
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COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2001

I

1. Se da polinomul f =X*+2X3+mX?+nX +p, unde m,n, p
sunt numere reale.

i) Sd se determine m,n si p astfel incat restul impartirii lui f la
X —1 sa fie -15, iar polinomul f sa admita radacina —1+1i.

i) Pentru valorile lui m,n si p de la punctul i), sa se afle
radacinile polinomului f.

2. Se da matricea

2 2

A=
NER
2 2

i) S se calculeze A?, A%, A ;

i) Sa se arate ca mulfimea G:{IZ,A, Az} formeaza grup

comutativ in raport cu operatia de inmultire a matricelor, unde

3

3. Se da sistemul de ecuatii

log, y+log, x=2
X"+y=12
unde n este un numar natural nenul.

Sa se determine valorile lui n astfel incat sistemul sa aiba solutii
numere Intregi si apoi sa se rezolve sistemul.
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II.
1. Sa se reprezinte grafic functia f : R\ {—l} — R, definita prin

X

f(x)=—r

X+1

2
2. Sa se calculeze integrala '[ xInxdx.
1

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2001

L

1. Fie ecuatia x>+ px+q=0 unde p si g sunt numere complexe
g 0. Notdm cu X, si X, radacinile ecuatiei.

i) Sa se calculeze in functie de p si g expresiile :

XX, X AX, X +X.
ii) Sa se formeze o ecuatie de gradul al doilea ale carei radacini
sunt y1:x1+xi2 siy, :x2+£.
iii) Sa se arate ca daca |X1| :|X2| =1, atunci si radacinile ecuatiei
x* +|p|x+|a| =0 au modulul egal cu 1.
2. Fie G=(0,0)\{1}.
i) Sa se arate cd dacd X,y €G, atunci X" €G.

i) Sa se arate ca G este grup comutativ in raport cu legea de
compozitie * definitd prin x*y =x"", pentru orice x,yG.
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II.
1. Fie a si b doud numere reale. Se considera functia f:R >R

definita prin

ax+b, dacax<1
f(x)= ) .
Xx“+1, dacax>1

i) Sa se determine o relatie intre a si b astfel incat functia f sa fie
continua.

il) Sa se determine a si b astfel incét functia f sa fie derivabila.

2.

i) Fie a un numar real. Sa se calculeze integrala

2 2
X
I — dx.
" X" +a

ii) Sa se demonstreze ca functia f :R — R, definita prin

)= [
f(a)= dx
( - X*+a’

este continua.

I11.

1. Fie ABCD un patrulater cu diagonalele perpendiculare, Tnscris
intr-un cerc de centru O si raza R.

i) Si se arate ci AB”+BC? +CD? + DA* =8R”.

i) Sa se demonstreze ca oricare ar fi  punctele
Ee(AB),Fe(BC),J e(CD) si K e(AD) are loc inegalitatea

OE? +OF?%+0J? +0OK? > 2R?.

iii) Sa se determine punctele E,F,J, K pentru care inegalitatea de
mai sus devine egalitate.
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2
2. Fie elipsa de ecuatie X +y*=1.

i) Sa se scrie ecuatia tangentei la elipsa care trece prin punctul
M (l,—?} de pe elipsa.

il) Sa se determine ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctul
P(11).

SOLUTII
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2001
1.
1

i) Dacd X°®-X divide f atunci f(1)=0, f(-1)=0 si
f(0)=0<=1l+a+b+c=0;1-a-b+c=0 si c=0. Din adunarea

primelor doua relatii avem ¢ =-1, contradictie.
ii) Din f(0)=f(1) rezulta a+b=-1. Deoarece feR[X]

rezultd ca si este radacind pentru f si deci f se divide la

(x —1+;‘/§j Lx —1_'2“/§J —X?-X+1. Se  obtine  catul

X?+(a+1)X +a si restul (b—1)X+c—a. Cum X?-X+1 divide f
rezulta b—1=0,c—a=0. Rezultda a=-2,b=1c=-2. Cétul este deci
X? — X =2 si deci celelalte radacini sunt -1 i 2.
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iii) Catul este X*—X +1. Avem
n n n n2+2
g(k):Z(kZ—k+1)=n(n+1)6(2n+1)—n(n2+1)+n= ( : )

k=1 k=1

2.
i) Daca, prin absurd, xy+(1-x)(1-y)= % , atunci

(1-2x)(1-2y)=0, de unde x =% sau y = % contradictie.

X 0 1-x y 0 1-y 1
i) Fie A= 0 0 0 [si A= 0 0 0 |ecu x;tE
1-x 0 X 1-y 0 vy

siy ;t% doua elemente din G . Cum

1-(x+y-2xy) 0  x+y-—2xy
A-A = 0 0 0
X+y-2xy 0 1-(x+y-2xy)
si 1-X—y+2xy ;t% (dinpet. i) rezultica A -A =A_, .., €G.
Deoarece inmulfirea matricelor este asociativa rezulta ca operatia
lui G este asociativd. Este clar ca A -A =A -A si deci operafia este
1 00
comutativd. Dacd punem y=1, avem A -A =A sideci A=|{0 0 O
0 01
este elementul neutru al lui G. Cum ecuatia 1—x—y+2xy =1, in raport

: 1 . 1 S .
cCu y, are solutia y= # = (cand X;éE) rezultd cd simetricul

2x-1 2
elementului A, este matricea A, .
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IL.
1.

2 2

i) Avem f'(x)= X -

2x°

si deci f este descrescatoare pe [0,a] si

crescatoare pe [a, oo) )

if) si iii) Prin inductie se arata ca x, >0 pentru orice n. Avem

2, 42 2
X +a X, —a 5
Xy —a=—" —a=( »—2) >0. Cum x,>0 rezultd x, >a pentru
2X, 2X,
2 2 2 2
: X5 +a a’ —X .
orice n>1. Avem de asemenea X, —X,=—" —X, = <0 si

2X,

n
deci sirul (X, )n21 este descrescator. Deoarece X, €(0,%) rezultd
convergenta lui (xn )nzl. Prin trecere la limitd in relatia de recurenta,
rezulta ca limita sirului este a. Daca X, = a, atunci sirul este constant, egal
cu a.Daca 0< X, <a,atunci x, >a si se ajunge la cazul precedent.

2.

i) Integrand prin parti se obtine I, =1si |, =e—-2.

ii) Integrand prin parti avem succesiv

1
0

1 1
., = .[x”*le*dx =x""e*| —(n +1)jx”exdx =e—(n+1)1,.
0 0

iii) Deoarece x €[0,1] avem X" <1 si integrand rezultd
1 1
I, :Ix”exdxg Iexdx =e-1.
0 0

I11.
1.

i) Avem AB =5 si AC=./(A1—4)" +16 si deci

AB=AC < /(1-4) +16 =5 < (1-4) +16=25=(1-4) =9 =
S A-4=43oA=1sau A=7.
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1 1 1
if) Cum aria unui triunghi este S :%|A| unde A=[x Yy, Z
X2 y2 Z2

obtinem pentru 4 =1,S = % lar pentru A=7,S = %

2.
i) Avem
vol[ ABCD] = vol[ MABC ]+ vol [MABD |+ +vol[MACD ]+ vol[MBCD].

Cum fetele tetraedrului au arii egale notate cu S rezulta ca

d(D,(ABC))=d(M,(ABC))+d(M,(ABD))+
+d(M,(ACD))+d(M,(BCD))

ceea ce aratd cd suma cautata este egala cu Indlfimea tetraedrului.

A : 2
ii) Inaltimea tetraedrului este h = a\/g . Volumul este

3
vol[ ABCD] :% aria [ABC]-h= alf .

Fie I centrul sferei inscrise in tetraedru. Distantele sale la fetele
tetraedrului sunt egale cu raza r a sferei. Conform i) avem 4r =h si deci

NG

h= .
12
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COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2001

I.
1

i) Cum f eR[X]din f(-1+i)=0rezultisi f(-1-i)=0, decif
se divide cu (X +1-i)(X +1+i)=(X+1)"+1=X?+2X +2. Restul
impartirii lui f la X?+2X +2 este (n—2m+4)X + p-2m+4 si deci
n-2m+4=0 si p-2m+4=0. Cum f(-1)=-154 avem si
m+n+ p=-18. Rezulta m=-2,n=-8, p=-8.

i) Avem f =(X?+2X +2)(X*-4). Radacinile lui f sunt deci
1+i si £2.

2.

i) Avem

P V3 A =1
2(—3 1) ?
sideci AZ =(A°)" - AT = AZ,

ii) Deoarece A-A=A, A-A°=A*.-A=1, si A°-A*=A rezultd
ca multimea G este stabild fatd de inmultire. Inmultirea matricelor este
asociativa si deci aceasta proprietate este valabila si pentru G. Elementul
neutru este l,eG. Din A-A°=A>-A=1,, rezulti cd A'=A i
(A2 )_1 = A. Asadar, elementele lui G sunt inversabile. Cum demonstrarea
comutativitatii este imediata totul rezulta.

3. Avem X,y €(0,1)U(1,o). Prima ecuatie se scrie succesiv

Iny N In x

—2=2&In’x+In’y=2InxIny < (Inx-Iny)’ =0 =
Inx Iny

Slinx=Iny<x=y.
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A doua ecuatie devine X"+x=12. Rezultd x divide 12 deci
x€{1,2,3,4,6,12}. Dupa incercdri se constatd ci solutiile sunt x=3
pentru n=2 si x=6 pentru n=1.

II.

1. Avem XILr[]lf(x)=oo si XImf(x):—oo si deci x=1 este

x<-1 x>-1

asimptota verticala. lim f(X)=1 deci y=1 este asimptotd orizontala.

X—>to0

Graficul intersecteazd axele 1In A(0,0). Avem f’(X)= 1 > s
(x+1)

f"(x)= . Avem tabelul :

() (x+1)3

X —o0 -1 0

f'(x) + + + + + + + +

f(x) 1 / o /! 1

_w
f"(x) + + + + + - - - - - -

Graficul este schitat in figura de mai jos :

(1.0)

2. Integrand prin parti avem :

2
szlnxdx:x—lnx|2—j21xdx:2In2—§.
1 2 hThy 4
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FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2001

) XX =(X %) —2xX, =P’ —2q
X455 = (X +%,) 3% (X +%)=3pg - p° ;
Xt +x¢ = (% +x2) —2x3x = p* ~4p*q + 207,
.. 1 1 p pg+p .
11 — X —_t—=p——=———;
) Vit Y, =X X+ +x2 p q q

1 1 1 (q+1)°
= x +— == 2= .

(9+1)
a
i) Din  xX,=q rezultd |0 =|xX%,|=|x||%,|=1, iar din

2
=0.

Ecuatia ciutati este y*+ p (1+ Ej y+
q

X +X, =—p avem |p|=|x+X|<|x|+|X,|=2. Ecuatia se scrie
x* +|p|x+1=0.

Daca | p| = 2 radacinile sunt egale cu —1.

Daci |p|<2 atunci A=|p/-4<0 si deci x,%eC-R.
Deoarece coeficientii ecuatiei sunt reali, rddacinile sunt conjugate, adica

x|* =1 si deci |x]

!

X,|=1.

X, =X . Cum XX, =1 rezulta ca
2.
i) Trebuie aritat ci x"Y =1, adicd InyInx=0, ceea ce este
adevarat deoarece X =1, y #1.
i) Legea se mai scrie xxy=e

comutativi. Avem (x*y)*z=e""" =xx(y*z), adicd legea este

XY Evident operatia este

asociativa.
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Din x"? =x deducem In@Inx=Inx si deci In@=1, adica

O=eecG. Pentru xeG cautaim X eG astfel incat x*x'=e, adica
1

InxInx =1. Deci X' =e" G este simetricul lui x.

II.
1

i) Pe (—oo,l) si pe (1,oo) functia este continud. Pentru continuitate
in 1 se impun conditiile f (1) = IXILF f (X) = IXILF f (X), adica a+b=2.

ii) Cum f este derivabild pe (—oo,l) si pe (1,00) si continud in 1 se
pune conditia f/(1)= f,(1), adici a=2. Rezulta b=0.

2

i) Pentru a=0 avem
2 2 2,2 2 2 2
X X“+a a 2 1 X |2
[ =" dx— [ = dx=x] —a*-Zarctg =| =
1 X" +a X" +a X" +a 1 a aht

=1- a[arctg 2_ arctg ij .
a a

2
Pentru a=0 avem jdx: x|12:1.
1

2 1
1-a| arctg——arctg— |, pentrua=0
Asadar f(a)= ( g a J aj P :
1 , pentrua=0

ii) f este continud pe (—0,0) si pe (0,).
Avem
lim f (a):l—O(%—z):l

a—0
a>0 2

s
Iimf(a):l—o(—£+£j:1.
22

a—0
a<0

Cum f(0)=1 rezulti ci f este continud in 0.
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I11.

1.

i) Notam a,b,c si d masurile arcelor AB,BC,CD, DA. Rezulta

a+c=x st b+d=x. Lungimile coardelor sunt AB:ZRsin%,

BC =2Rsing, cD =2Rsin%, DA=2Rsin%.

Avem
ABZ+CD2=4R2(sin2§+sin22j:4R2 sin2§+sin2(z—§j _
2 2 2 2 2
:4R2(sin23+cosze):4R2.
2 2

Analog BC? + DA’ =4R? si de aici rezulta relatia cerut.
2

si deci

ii) Fie M mijlocul lui AB. Avem OE”>OM? =R?— 22

2 2
> OE? ZZ(RZ —%}mz —%zsz.

2.

. . . . XX . .
i) Ecuatia se scrie prin dedublare. Avem TO+ YY, =1 si deci

ii) Fie M (X, Y,) punctul de tangentd. Ecuatia tangentei la elipsa
A X .
in punctul M este —X°+ Yy, =1. O dreaptd oarecare care trece prin

P(L1) are ecuatia y—1=m(x—1) cu meR, adicd mx—y+1-m=0.
Pentru a fi tangentda in M , trebuie ca

_ 1
4m m-1

de unde x, = r:m
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2
Cum M apartine elipsei rezulta %u =1 si deci
Am? 1
2+ 2
(m-1)" (m-1)

=1. De aici m=0 si m:—g. Ecuatiile tangentelor

sunt y=1si y—1:—§(x—1).
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2002

L.
1. Se considera ecuatia x*+3x*—4x+1=0, cu radacinile
X, X5, X5, X, . Sa se calculeze :

4 4 1 4
2 3 .
a) D XD =%
i=1 i1 X i1
Xl X2 X3 X4
X, X, X
b) 2 3 4 X1 )
X3 X4 Xl X2
X4 Xl X2 X3
2. Fie neN* si n,r,...reQ. Se noteaza

G, ={an+ar+...+ar|a,a,,...,a, €Z}. Sisearate ¢ :
a) G, este grup abelian in raport cu adunarea numerelor ;
b) G, Q.

I1.
1. Se considerd functia f :[0,00) - R definitd prin

f(x)z{owx-em pentru x € (0,0), unde o € R
0 , pentrux=0

a) Sa se determine « astfel incat functia f sa fie continua ;
b) Sa se arate cad pentru @ =0 functia f este derivabilad cu derivata
continua.

2. Se considera functia f :[0,2] >R definitd prin
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Ex . pentru x €[0,1]
2

f(x): 2x+1
X* (x+1)

a) Sa se arate ca functia f este continua ;
2

b) Sa se calculeze I f (X)dx.

0

, pentru x & (1,2]

II1.

1. Fie A si B doud puncte fixe in plan. Sa se determine locul
geometric al punctelor M din plan cu proprictatea ca M, A si B sunt
varfurile unui triunghi isoscel.

2. Fie ABC un triunghi cu lungimile laturilor a,b,c.

a) Scrieti doua formule de calcul pentru aria triunghiului ABC.
b) Sa se arate ca

%(a2+b2)28

unde S este aria triunghiului ABC.
C) Sa se determine unghiurile triunghiului ABC 1n cazul in care, la
punctul b), are loc egalitate.

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2002

1.
1. Se da polinomul f(X)=X3+mX2+2X +m-1, unde meR,

avand radacinile X, X,, X;.

a) Sa se arate cd X+ X5 +X =-m*+3m+3 ;

b) Sa se determine valorile parametrului m pentru care
X+ + X > 3(><1x2x3)2 :
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c) Sé se determine m astfel incat polinomul f (X)) si se divida cu

uuuuu

2. Fie sistemul de ecuatii

2X—-y+z+t=1
X+2y—z+4t=2 unde 1eR.
X+7y—-4z+1lt=4

Sa se determine A astfel incat sistemul sd fie compatibil si, In
acest caz, sa se rezolve sistemul.

2

IL. Se considera functia f :R — R, definita prin f (x)= 1 |X 7k
+|x—

1. Sa se reprezinte grafic functia f .
2

2. Sa se calculeze I f (X)dX.

0

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2002

L.
1. Fie a>0,a=1. Sa se rezolve si sa se discute dupa valorile

. . 3
parametrului a inecuatia log, x—log , x+log_, x> r

2. Se definesc pe R operatiile algebrice @ si ® astfel :
x®y=3x’+y® si x®y=xy pentru orice x,y eR. Si se arate ca :

i) (R,®,®) este corp comutativ ;

ii) Corpul numerelor reale (R,+,-) este izomorf cu corpul
(R®,®).
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11.

1. Fie aeR. Se defineste functia f:R-—>R, datd prin
f (x)=a|x|. Sd se arate ca :

1) Functia este continua ;

i) Avem echivalenta : f este derivabila < a=0.

2. Fie ae(—0,—1)U(0,0). Si se calculeze
!
I dx.

2
0

X +a

I11.

1. Laturile unui triunghi ABC au lungimile AB =13, BC =14,
AC =15.

i) Sa se afle aria triunghiului ABC ;

i) Sa se afle volumul corpului obtinut prin rotirea triunghiului
ABC Tn jurul laturii [BC].

2. Fie A'(2,3),B'(-2,1),C’(0,—3) mijloacele laturilor [BC],[CA]
si respectiv, [ AB] ale unui triunghi ABC . Se cere :

1) Sa se scrie ecuatiile dreptelor AB, BC,CA.

i) Sa se afle coordonatele punctelor A, B,C.

iii) Sa se afle coordonatele centrului de greutate, ortocentrului si
centrului cercului circumscris triunghiului ABC.

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2002

L
1. Sa se determine numerele a si b astfel Tncat polinomul

f =aX* +bX® -3 si fie divizibil cu polinomul g = ( X —1)2 .

2. Sa se gaseasca catul impartirii lui f la g pentru numerele a si b
determinate la punctul 1.
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II.
1. S@ se determine numerele «,f si y astfel incat urmatorul

sistem sa fie compatibil si matricea sistemului sa aiba rangul 2
2X—-y+z-t=1
X+y+az+t=-1
X—y+z+pt=y

2. Sa se rezolve sistemul pentru numerele «, 8,y determinate la
punctul 1.

1. Se considerd sirul (x,) , definit prin x, =(-1)" (\/n +1—\/ﬁ) :
1. Sa se scrie termenii X, X,, X3, X, $1 53 se stabileascd semnul lor.
2. Si se arate cé sirul (X, ) nu este monoton.

3. Sa se arate ca sirul (Xn )n este convergent si sd se calculeze
limita sa.

1
IV. Sa se calculeze J. X2+1
o X°+1

dx.

SOLUTII
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2002
L
1.

a) Din relagiile lui Viete : X +X,+X+X% =0, > XX, =3,
D XXX =4, X XXX, =1, avem :
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2
4 X =(Z4:x2j -2 xX,=0-2-3=-6
=1

i=1

s
ig_lexzxa_f_Ll
i=1 Xl X1X2X3X4 l

Cum x, este ridicind avem X +3x’—4x+1=0 i deci

1
X} +3x, —4+—=0.
X

Analog avem :
x§+3x2—4+i:0, x§+3x3—4+i:0, X} +3x,—4+—=0.
X2 X3 4
R 4 4 1
Insumand aceste relatii obtinem fo +32X1—16+Z—=0 si deci
i1 i-1 %
4
D> % =16-4=12.
i=1
S S S S
A N I D A
b) Adunénd toate liniile la prima linie avem : D =
XS X4 Xl X2
X, X X, X

unde S =X, +X, +X, +X,. Deoarece S =0 rezultd A=0.

2. Dacd X=) al,y=>Y.br cu a,b eZ atunci x+y=> cr
i=1

i=1 i=1
unde c, =& +b €Z sideci x+yeG,. Cum adunarea numerelor naturale

este asociativd §i comutativd rezultd cd In G, avem asociativitate si

comutativitate.
Pentru a =a,=...=a,=0€Z obtinem elementul neutru O.

n n
Pentru x=)ar considerim y=) (-a)f cu —ae€Z si avem
i=1 i=1

X+Yy=y+x=0. Asadar, (G,,+) este grup abelian.
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1

b)Fie r =P cuqeN si peZ. Aritimei —— ¢G. .
Q; q9,...q,+1
Presupunem ;:Zai&. Notand q=0q,q,...q, rezultd qeN"
40, ---Gy +1 !
si i:m unde meZ, de unde q:l:—l+i.
g+l ¢ 1-m 1-m

Cum qeZ rezulta 1-m|1 de unde 1-m=1 sau 1-m=-1 si
deci m=0 sau m=2. Rezulta q=0 sau q=-2 ceea ce este in

contradictie cu e N”.

II.
1.

a) Restrictia lui f la (0,oo) este continua, fiind compunere de

functii continue. Pentru continuitatea in 0 calculam
limf(x)=a+a-0=a si f(0)=0 sif este continua in 0 daci si numai

x—0
x>0

dacad lim f (X): f (O), adica a =0.

x—0

Xe ", pentruxe (0,0) Pentru

b) Pentru =0 avem f(x)=
0 , pentrux=0

Xe (0,00) functia este derivabild ca produs de functii derivabile. Avem de

asemenea .
|imw —lime™ =0.
X—0 X—0 x—0
x>0 x>0

Deci functia f are derivabila in zero si f ’(O) =0.

1)
1+—|ex, t 0,
Asadar,  1(x) (+X)e pentru x € (0,0)

0 , pentrux=0

Functia f' este

.

X

o ~ . . e .1 .
continua pe (O,oo). In plus IImf’(X)=|Im =lim—=0 si cum
XA%P XAEP X y—o @Yy
X> X>
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f'(0)=0 rezultd ca f' este continuad si in 0, adicd este continud pe

[0,00).
2.
a) f este continua pe [0,1) si pe (12] pentru cd este functie
polinomiala i respectiv rationald. Avem Iirr11 f (X)=|ingzx=
x<1 x<1
3 .. . 2x+1 3 2-1+1 3
2 (%) O (x+1) 2 () =1y =7 Deoarece

. 3 . C e . o
lim f (X) = 2 =f (1) rezultd ca f este continua si in 1 adica este continua

pe [0,2].
b) Avem
2 l 2 03 x4l 3 xip
_([f(x)dx:!'f(x)dx:_l[f(x)dx:.([axdx !xz(x+1)d =l
( X x+1 3 ¢ 1 2 9
d == d —d =
+~[(x2(x 1) xz(x+1)] 4+~!.x(x+1) X+!x2 X

I11.
1. Daca MA=MB atunci M se afla pe mediatoarea lui AB. Daca

MA=AB atunci M se afld pe cercul C (A R) unde R=AB, iar daca
MB = AB atunci M se afld pe C,(B,R). Punctul M nu poate fi plasat in

mijlocul C al lui AB sau in intersectia cercurilor C, sau C, cu dreapta
AB . Daca E si F sunt simetricul lui A fata de B si respectiv simetricul
lui B fatd de A locul este M UC, UC,—{A B,C,E,F}.
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absinC

2. Avem S = :\/p(p—a)(p—b)(p—c):pr:i—i: unde

_a+b+c

,1ar r si R sunt razele cercurilor inscris §i circumscris.

b) Avem
1 1 ab 1 ab

Z(az+b2):z(a—b)z+?=Z(a—b)2+?sinC+a?b(1—sinC)=
:%(a—b)2+8+a7b(1—sinc)zs
deoarece sinC <1.
c) Relatia 1(a2+b2):S se scrie 1(a—b)2+a—b(1—sinC):O,
4 4 2

adica a—b=0 51 1-sinC=0.Rezulta C=90" si A=B=45".

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2002

L
1. Relatiile Iui Viéte sunt : X, +X, +X; =—M, XX, +X,X; + X, %, =2
si XXX, =1-m. Notim S, =x + x5 + x5,k e N". Avem
S, = (X % +% ) —2(XX, + XX + X% ) =M* —4.
Cum x;, X,, X, sunt radacinile ecuatiei avem
X2 +mx; +2x +m-1=0
X +mx; +2x,+m-1=0.
X +mx; +2x,+m-1=0
Adunand aceste egalitd{i, membru cu membru, avem
S,+mS,+2S,+3(m-1)=0
si deci
S, =—m(m’ —4)—2(-m)—3m+3=—m’+3m+3.
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b) Inegalitatea se scrie
—m*+3m+3>3(1-m)’ & m’ +3m* -9Im<0 =

@me(_wﬂHOﬂ}
2 2 '

c) Avem X —1divide f (X)< f(1)=0<=1+m+2+m-1=0<

=m=-1.

2 -1 1 1
2. Matricea sistemului este A=|1 2 -1 4 |. Deoarece
1 7 -4 11
2 -1 1 2 -1 1
‘i _21¢o si |1 2 -1=0,]1 2 4|=0 rezulti rangA=2.

1 7 4 1 7 11

2 o :
Alegem A = 1 W si deci X,y sunt necunoscutele principale iar

primele doud ecuatii sunt principale. Avem

2 11 0 -1 0
A =|L 2 2/=0&|5 2 4 |=0&5(7+2)-15-4=0c1=5
17 2 15 7 7424

Sistemul este compatibil pentru 4 =5.

Notdm z=¢a,t=f si avem
2Xx—-y=1l-a-p
X+2y=2+a-4p.

4-a—68 3a-70+3 "
5 ’ 5 ’

,ﬂ}, a,feR.

Deci solutiile sunt :(
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X
1. Avem f(x)=492-x' xsl' Avem  lim f(x)=c0 si
X , x>1
Iimf(x)=oo. Asimptota la - m:Iimm:—l si
X—0 X—>—00 X

. . X . 2X . .
n=lim (f(x)+x)= lim +X|=lim—="—=-2 i deci pentru

X—>—00 x—>-o| 2 — X x>0 X

X — —o0 asimptota este y =—x—2. Pentru X — oo avem asimptota y = X.

4x —x?
——, pentrux<1 _
Avem f'(x)=1(2-x) , f/(1)=3 f/(1)=1 deci f are
1 , pentru x>1
punct unghiular in A(1,1).
—LS, pentru x <1
Avem f"(x)=1 (x-2) :
0 , pentru x>1

Comportarea functiei este datd de tabelul :

X
fr(x) | - - - - - 0 + + +| + + + + +

(x) 0 N 0 V4 1 Va 0

f
£(x) + + + 4+ o+ o+ 0 0
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Ay E
i y =X
1 X
2 1
2. Avem :
4+4 x2 2

Iz_[:f(x)dXJrL2 x) dx = I—dx+jxdx I

3_ —(X+2) |1 3
0

—j (x+2)dx— 4jx S5 = - +§=4In2—1.
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FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2002

I
log, x _log, X
log, a° 2

log, x

1. Avem Iogaz X = 1

si IogaA X=

Inecuatia se scrie log, X(l—% + %) > % < log, x=1. Pentru

ae(0,1) avem O<x<a sideci xe(0,a]. Pentru a>1 avem x>a deci
X e [a,oo).

2.

i) Pentru orice x,y e R avem x@®y =/x*+y® €R si deci R este
stabila fatda de operatia @. Pentru orice Xx,y,zeR avem

(x@y)@z=3x3+y3€r)z=$’/x3+y3+z?’. Analog avem x®(y®z)=
=x@§jy3+23=3/x3+y3+z3 si deci VXYy,zeR avem

(x®y)®z=x®(y®z) adicd operatia @® este asociativd. Rezulta
imediat ca @ este si comutativd. Avem X@e=Xx adica

I+t =x = x*+e®=x<e=0. Asadar e =0 este elementul neutru al
legii. Pentru xeR cautam X astfel ca x®X=e, adica

VX +% =0 x*+%°=0< X=—xeR. Aceste proprietiti arati faptul
ca (]R,(JB) este grup comutativ. Cum ® coincide cu inmultirea rezulta ca

(R*,@)) este grup comutativ. Aratdm ca legea ® este distributiva fata de

@ . Pentru x,y,ze R avem
Xx®(y®2z)=(x®Yy)®(x®2) <= xjy*+2° =
=xy ®(xz) < X’y +x°2° :;“*f(xy)3+(xy)3

ceea ce este adevdrat. Rezultd cd (R, ®,®) este corp comutativ.
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i) Fie f:RoR, f( x/_ Avem f(x+y)—,,3/x+y si

F(x) f@f—\/—_ﬁ Asadar f ( X+y):
= f(x )@f(y).Deasemenea. _\/__\/_,\/y:f
Mai mult, functia f:R >R, f (X) =X este inversabils, inversa sa ﬁind

g:R—>R, g (X) =x>. Cele de mai sus arati ci f stabileste un izomorfism

intre corpurile (R, +,-) si (R,®,®).

1I1.

1.
—-ax, x<0 .o ) .

i) Avem f(X):{ . Restrictiile lui f la (—oo,O) sila
ax , x>0

(O,oo) sunt functii elementare si deci continue. Cum IirTg f (X)=
X—>
x<0

=IXiL:g(—ax)=O, leL;g f(x)=0si f(0)=0 avem legg f(x)=f(0) adica f
este continua 1n 0 si deci f este continud pe R .
i) f este derivabila pe (—oo, O)U(O, oo). Pentru ca f sa fie derivabila

R este necesar si suficient ca f sa fie derivabila in 0.

Avem
£(0) = timt =) max
o x=0 o X
si
£(0)=tim =T Oy ax_
e X0 X

Asadar, f este derivabila in 0 (si deci pe R) daca si numai daca
f/(0)=f;(0)=>-a=a<=2a=0<a=0.
2. Pentru a<-1 avem
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j " dx= I( 1 1 jdx= 1 ."]x_¢iﬂ1:
[t amlem s el
O I Y | I e
“aa " )
Pentru a >1 avem
i £l 1 x ¢ 1 1
dx=| ———dx=—=arctg — arctg —=
!xz £X2+(\E)2 Ja «/5|° \/5 Ja
II1.
1.
i) Notand p:aJrg+C are loc formula lui Heron
S:\/p(p—a)(p—b)(p—c). Cum a+g+c:13+124+15:21 avem

S =[21(21-13)(21-14)(21-15) = /21° - 4* =84.

ii) Fie D proiectia lui D pe BC. Deoarece AC este cea mai mare
laturd si AC? < AB? +BC? rezulti ci triunghiul ABC este ascutitunghic
si deci D e(BC). Prin rotirea triunghiului ABC n jurul lui BC se obtin

doua conuri de raza AD si ndltimi BD s1 CD. Avem

2 2 2
v = ZAD -BD+”A3D -CD:ﬂAéD .BC.
Avem SZBC'ZAD:M'ZAD, adici 84=7AD, de unde AD=12 si
2
vz%:mz.

2.
i) Dreapta BC este paralela dusd prin A" la B'C'. Avem

mB,C,=y2_y1=_3_1=—2 si ecuatia lui BC este y—3=-2(x-2),
X, =% 0+2
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adica (BC):2x+y—7=0. Analog se obtin ecuatiile (AB):x—2y—6=0
si (AC):3x—y+7=0.
i) Punctul A se gaseste la intersectia dreptelor (AB) si (AC) .
) ) ) . [x-2y-6=0
Coordonatele sale se obtin prin rezolvarea sistemului .
3Xx—-y+7=0

. L X—2y—-6=0 . .
Rezulta A(—4,-5). Din sistemul se obtine B(4,-1), iar

2x+y—-7=0

2X+y—-7=0

din sistemul { se obtine C(0,7).

3Xx—-y+7=0
iii) Centrul de greutate are coordonatele

G[Xl+xz+xs,y1+y2+y3j:G(0,1j.
3 3 3

1 .
Deoarece m,; =— si My, =—-2 rezultd ca AB_LBC. Ortocentrul
2

triunghiului  dreptunghic ABC este B(4,—1), iar centrul cercului
circumscris este mijlocul lui AC adica B'(—2,1).

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2002

L
1. Este necesar si suficient ca f(1)=0 si f'(1)=0. Avem
f '(X) =4axX°®+30X* si conditiile sunt a+b—-3=0 si 4a+3b=0.
Rezulta a=-9,b=12. O altd solutie, se obtine aplicind schema lui
Horner de doua ori.
2. Impartind polinoamele —9X*—-12X°*-3 si X*—2X +1 gisim
catul 1 —9X? —6X —3. Altfel, catul se obtine si din schema lui Horner.
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I1.
1. Determinantii de ordin trei sunt nuli. Avem deci

2 -1 1 2 -1 -
A=l 1 a=0 si A,=[1 1 1|=0. Din A =0 obtinem
1 -1 1 1 -1 p
a+1=0 si deci a=-1. Din A,=0, obtinem 3(,B+1)=0 si deci
-1

p =-1. Deoarece #0 minorii obtinuti prin bordarea acestui

determinant sunt nuli, rezulta rang A=2.

2 —
Alegem determinantul principal A :‘1 J1=3 si pentru

P 1
2 -1 1
compatibilitatea sistemului avem conditia A, =0, adica |1 1 -1J=0
1 -1 y
2 -1 0
sideci|l 1 0 |=0.Rezultaddeaici y=1.
1 -1 y-1
Asadar o= =-1s1 y=1.
. . - {ZX—y+Z—t=l }
2. Retinem ecuatiile principale . Notdm
X+y—z+t=-1

2X—y=1-A+pu

. Din
X+y=-1+A-u

necunoscutele secundare : z=A,t=u si avem {

adunarea ecuatiilor rezulta x=0 si apoi y=-1+A— . Solutiile sunt
(0,—1+A—p, A, 1), A, st € R, sistemul fiind dublu nedeterminat.

1I1.
1. Avem

X, =1-/2 <0, %, =3-42<0,% =/3-2<0,x,=/5-2>0.
2. Deoarece X, =2k+1-2k >0 si X, =2k+1-

—J2k+2<0 rezultd ca x,,—X,>0 pentru n impar si X, —X, <O
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pentru n par adica nu exista n, astfel ca pentru n>n, sirul (xn)nzxo si fie
monoton.

3. Avem x, = (1

———— sicum Iim( n+1+\/ﬁ):oo rezulta ca
Jn+l+dn N

limx, =0.
IV. Avem
1 1 1
IXZH dx = | = dx+f SX :lln(x2+1)|l+arctg x| =
o X +1 o X+l ox*+1 2 0 0

:lan—lln1+arctg 1-arctg Oziln2+z.
2 2 2
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA

SESIUNEA IULIE 2003
L.
1. Fie p,qeR, fie x,X,,X, ridicinile ecuatiei x>+ px+q=0, si
fie
1 1 1
A=l% X X |eMy(C).
X X X

i) S se arate ca det(A)=(X, =% ) (X=X ) (X —X,).

ii) Sa se calculeze matricea A-'A in functie de p si q (unde ‘A
este transpusa matricei A).

iii) Si se arate ci (det(A))2 =—4p®-279°.

4p° +279° <0.

2. Pe multimea 7Z a numerelor intregi se definesc operatiile
algebrice ® si O astfel : X@y=x+y-2,xOy=xy—2(x+Yy)+6,
oricare ar fi x,yeZ.

i) S se arate ca (Z,®,©) este un inel comutativ.

i) Sa se determine a,beZ astfel incat functia f:Z —>7Z,
f(x)=ax+b, oricare ar fi xeZ, sa fie izomorfism de la inelul Z al
numerelor intregi la inelul (Z,@,O).

iii) Sa se determine elementele inversabile ale inelului (Z, @, O) .

II.
1. Fie a si b doud numere strict pozitive. Se defineste sirul (X, )
astfel :

n>1

. 1
X =

" ;»\/an2 bk
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1) Sa se scrie X, X,, X;.

Il) Sa se arate ca sirul (Xn)n>1 este convergent si sa se calculeze

limx,.

n—oo

2. Fie f:R—>R o functie continua. Sa se arate ca urmatoarele
doua proprietati sunt echivalente :

i) Pentru orice xeR, avem f(x)=0.

[ (t)dt‘ <h?.

X

i) Pentru orice x e R si orice h>0, avem

1.
1. Se da familia de drepte

(]—") :(/1+1)x+(21—1)y+31—2=0, AeR,
intr-un plan raportat la un sistem de coordonate carteziene xOy .
Sa se determine dreapta din familia (.7-" ) care intersecteaza axele
Ox si Oy in punctele A, respectiv B, astfel incat sa fie satisfacuta relatia
1 1
OA? ' 0B?
2. Fie ABCDA'B'C'D’ o prisma dreapta circumscrisa unei sfere cu
diametrul de lungime d. Sa presupunem ca baza ABCD este un romb
avand unghiurile ascutite de masurda /4. Sa se calculeze aria sectiunii
prismei cu planul determinat de dreptele BC si A'D'.
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COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2003

L.
1. Se da polinomul

f(X)=X*+X*+aX +beC[X].

Sa se determine a si b si sa se afle radacinile X, X,,x, ale lui
f(X), stiind ca restul impartirii lui f(X—l) la X+1 este -4 si
X +X + X =8.

2. Se da sistemul de ecuatii liniare :

(3-2m)x+(2-m)y+z=m
(2-m)x+(2-m)y+z=1
X+y+(2-m)z=1

unde m este un parametru real.
a) Sa se arate ca determinantul matricei sistemului este egal cu

(m—l)2 (3—m).
b) Sa se determine valorile parametrului m pentru care sistemul
este compatibil determinat si sa se rezolve sistemul in acest caz.

II.
1. Fie functia f :R — R, definita prin
(x+1)2
f(x)="—2,VxeR.
|x|+1

a) Sa se studieze derivabilitatea functiei f Tn punctul x=0.

b) Sa se reprezinte grafic functia f .

2X+1
2. Sa se calculeze integrala Jfﬁ dx.
X* (X +
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SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2003

L

1.

1) Prin inmultirea primei linii cu X, si scaderea ei din cea de-a doua
linie, obtinem :

1 1 1
detA=det] 0 X,—X X, —X [,
XXX
iar prin inmulgirea primei linii cu X si sciderea ei din cea de-a treia linie,
obtinem :
1 1 1
detA=det| 0 X,—X X -—X
0 XX-x X -%
Prin urmare :

det A=(x, = %) (X =% )= (% =% ) (X —x7) =
=(%=%) (% =%) (% %) = (% =% ) (% =% ) (X, +% ) =
:(XZ—Xl)(X3—X1)(X3—X2).

Dupa cum este binecunoscut, acest tip de determinant se numeste
Vandermonde.

if) Vom folosi urmitoarea notatie : s, =X +X; + x5, unde k e N".
Avem :

2
1 1 1)Y)(1 x X 3 s S,
ACA=I X X X |1 X, X |=|s, S, S|
XX X X )1 x x) \s, s, s,
Relatiile lui Viete, impreuna cu tehnicile cunoscute, ne conduc la s, =0,

s,=—2p, S, =—3q si s, =2p°, de unde :
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3 0 -2p
A-'‘A=| 0 -2p -3q].
-2p -3q 2p°

iii) Folosind faptul ca determinantul unui produs de matrici este
produsul determinantilor si ca determinantul unei matrici este egal cu
determinantul matricii transpuse, avem, pe de o parte :

det(A-‘A) = det(A)-det(* A) = (det(A))

Pe de alta parte, un calcul direct arata ca :

3 0 -2p
det(A-'A)=det| 0 -2p -3q |=-4p°-27¢’.
-2p -3q 2p’

Prin urmare, avem :
(det A)2 =-4p®-279°.
iv) Daca radacinile x,X,,X, sunt reale, atunci det AeR, deci
(det A)* =—4p° —27¢* >0, adica

4p° +279° <0.
Sa observam ca, desi pare simpla, aceastd implicatie foloseste
punctele anterioare ale problemei.
O solutie alternativa foloseste sirul lui Rolle (indemnam cititorul sa
completeze detaliile).
Pentru implicatia inversd vom presupune ci 4p°+27qg° <0 si vom

vvvvv

Dupa cum este binecunoscut, un polinom de grad impar are cel
putin o radacina reald. Putem presupune, fara pierderea generalitatii, ca X;

este o raddcind reald a polinomului considerat in problema.
Daca presupunem ca nu toate radacinile polinomului sunt reale,
atunci existd o, feR,cu f#0,astfel ca x, =a+if si X, =a—if.

Prin urmare :

(det A = (% =) (% =%)" (% =%, )" =(-48°)((x —@)" + &)
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Cum:
(det A)* =—4p*—27q* >0,
deducem ca :

(-48°)((x ~a)’ +8°) 20,
de unde gasim ca :
—43° >0,
ceea ce contrazice feR,cu B=0.
Prin urmare, presupunerea cd nu toate radacinile polinomului sunt
reale, conduce la o contradictie, deci, in ipoteza 4p3 + 27q2 <0, toate
radacinile polinomului sunt reale.

Comentariu. In mod evident, esenta acestei probleme este
subpunctul iv). Fara a fi insotit de subpunctele premergatoare, el constituie
un exercitiu cu o dificultate peste medie. Majoritatea candidatilor au
rezolvat corect i) si ii). Multi candidati au abordat subpunctul iii)

A . 2 .. R
calculand expresia [ (%, =% )(X —%)(X—X,)] , calculul fiind, fntr-o

oarecare masura, anevoios. Numarul candidatilor care au rezolvat iv) a fost
redus.

Nelinigtitor este faptul ca majoritatea candidatilor, desi au facut
dovada stapanirii tehnicilor de calcul, par a nu fi inteles sensul expresiei
”daca si numai daca”, care apare in cadrul enuntului de la iv).

2.
i) Trebuie ardtat ca (Z,®) este grup abelian, cd (Z,0) este

monoid comutativ si ca operatia © este distributiva fatd de operatia @ .
Acestea sunt niste simple verificdri si drept urmare ne limitdm la a
mentiona cd 2 este elementul neutru pentru legea @ si ca 3 este elementul

neutru pentru legea © . Simetricul lui xeZ, ™ (Z,®), este 4—x.

i) Pentruca f:Z—>7Z, f(x)=ax+b, oricare ar fi xeZ, sa fie
morfism de la inelul Z al numerelor intregi la inelul (Z,®,0), trebuie ca:
f(x+y)=Ff(x)@f(y)

S1
FOy)=f(x)of(y),
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pentru orice X,y e Z, adica :
a(x+b)+b=(ax+b)®(ay+b)
si
axy+b=(ax+b)O(ay+b),
pentru orice X,y € Z, ceea ce inseamna :
a(x+y)+b=(ax+b)+(ay+b)—-2
si
axy+b=(ax+b)(ay+b)—2((ax+b)+(ay+b))+6
pentru orice X,y eZ.

Dupa identificarea coeficientilor, obtinem b=2, a’=a,
a(b—2)=0, b*-5b+6=0, deci obinem morfismele f(x)=2 si
f (x)=x+2, pentru orice XeZ.

Evident, primul morfism nu este bijectie, deci raspunsul la punctul
iiyeste a=1si b=2.

iii) Daca xeZ este un element inversabil al inelului (Z,@,@),
atunci exista y € Z astfel ca:

XOy=xy—2(x+y)+6=3
deci :
(x—2)(y-2)=1,
de unde x—2e{-11}, adica x e{1,3}.

Observatia ca 1 are drept invers pe 1, iar 3 are drept invers pe 3, in

inelul (Z,(—B,@), incheie demonstratia faptului cd elementele inversabile

ale inelului (Z,®,0) sunt 1 si 3.

Comentariu. Majoritatea candidatilor au rezolvat corect
subpunctul i), desi a existat si un numar relativ insemnat de lucrari in care
axiomele din definifia inelului apareau neinsotite de cuantificatorii logici
corespunzatori sau cu acesti cuantificatori intr-o ordine necorespunzatoare.
Chiar si subpunctele ii) si iii) s-au dovedit dificile pentru unii dintre
concurenti.

II.

1.
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i) Avem

1 1 1 )
=, X = + si
Jatb' 7 Jaa+b Jdaa+2o
1 1 1

X, = + + :
* Joa+b Ya+2b Pa+3b
i) Pentru orice k €{1,2,...,n}, avem
1

< < ,
Jan?+bn  +an?+bk +an?+b
de unde, prin sumare dupa k , obtinem :

n n
— <X {—
Jan?+bn | Jan?+b

Cum sirurile de Incadrare au limitd comund, anume :

. n . n 1
lim =lim =—,
= Jan2+bn @ an?+b  Va

se deduce, cu lema clestelui”, ca sirul (Xn )n>1 este convergent §i ca

Comentariu. Mai mult decat surprinzdtor, multi candidati nu au
putut solutiona punctul i), ceea ce arata ca sensul simbolului >, este inca
neclar pentru multi elevi de liceu, fapt care implicd o slaba intelegere a
unor notiuni fundamentale, precum cea de determinant sau de integrala.
Nici in privinta subpunctului ii) lucrurile nu au stat cu mult mai bine, multi
candidati incercand, fara succes, fie sa arate ca sirul in cauza este monoton
si marginit, fie sa-1 prezinte ca pe un sir de sume Riemann.

2.
Implicatia i)=ii) este evidenta, caci daca pentru orice XeR,
avem f(x)=0, atunci :

[ (t)dt‘ —0<h?,

pentru orice xR si orice h>0.
Pentru implicatia ii) = 1) vom prezenta trei variante de solutie.
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A. Consideram functia F :R — R, data astfel :

F(x) :I f (t)dt, pentru orice xeR.
0
Dupa cum se cunoaste, deoarece f este continud, F este
derivabila si
F'(x)=f(x), pentru orice xeR.
Pentru x e R si h>0 arbitrare, avem :

x+h
[ f(O)dt=F(x+h)-F(x),
deci conditia ii) inseamna :

F(x+h)—F(x)%Shl

Prin trecere la limitd pentru h tinzand la 0, obtinem :

adica f(x)=0.

B. In conformitate cu teorema de medie, pentru xeR si h>0
arbitrare, exista c,, €(X,Xx+h) astfel incat

T f(t)dt=nhf(c,,),

iar conditia ii) devine :
| (cn) <h.

Considerand un sir (x,) , arbitrar de numere reale, astfel ca

n>1
limx, =x si x, > X, pentru orice neN" (deci sirul (h,) , definit, pentru

n—o0o

orice neN", prin x, =x+h,, are proprietatile h >0 si limh, =0),
N—00

obtinem :

Cyp, € (X, X,),
astfel ca :
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‘ f (Cx,hn )‘ <h,.
Deoarece limh, =0, din inegalitatea de mai sus, deducem ca

n—o

lim f (c,), ) existd i ca

n—oo

lim f (c,, )=0.

n—o

Din limx, = x decurge ca :

N—o0

limc,, =X,
n—oo 0N

iar cum f este continua in X, tragem concluzia ca :

lim f (c,, )=f(x)=0.

n—o

C. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca exista X, astfel ca:
f(x%)=0.

Putem presupune, fara pierderea generalitatii, ca f (XO) >0.

Pentru un ¢, fixat, astfel ca O<eg, < f(x,), deoarece f este

continua, exista ¢ >0 astfel ca pentru orice X € [X0 —0,%+0 ] , avem :

f(x)>é,.
Prin urmare, pentru orice he (0,5 ) avem, conform cu ipoteza :
Xo+h Xg+h

hey = [ g dt< [ f(t)dt<h?,
%o %o

deci 0<¢, <h, pentru orice he (O, 5) , relatie care este contradictorie.

Drept urmare, f (x)=0, pentru orice xeR.

Comentariu. Au fost foarte putini candidatii care au reusit sa
rezolve aceasta problema. Este cu totul regretabil ca nici macar implicatia
i)=1i) nu a fost abordatd decat de un foarte mic numar de candidati. Se
pare cd majoritatea candidatilor nu au congstientizat faptul cd pentru
aceasta problema era necesar sa demonstreze doua lucruri, anume i) = ii)
si 11)=1), adica, altfel spus, nu au cunoscut semnificatia sintagmei “daca
si numai daca”.
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I11.
1.

. - 1 -
Sa observam ca pentru A =-1, 1= E’ dreptele corespunzatoare ale

familiei intersecteazd numai una dintre axele de coordonate, deci aceste
valori ale parametrului A sunt necorespunzatoare.
Un calcul simplu ne conduce la determinarea coordonatelor

punctelor A si B, anume A ﬂ,o si B O,ﬂ .
A+1 21-1

Pentru OA=0 sau OB=0, adica pentru /Izg, expresia

1

——+—— nu are sens, deci si aceastd valoare este necorespunzatoare.
OA* OB?

Relatia iz +i2 =5 devine
OA° OB

(1+2)° +(22-1)" =5(2-32)".
Solutiile ecuatiei de mai sus, care este echivalenta cu :
204*-291+9=0,

sunt 1 si 2% Dreptele cerute sunt :
2X+Yy+1=0 si 29x—-2y—-13=0.

Comentariu. Desi aceasta problema este una de rutind, au existat
destui candidati care au efectuat gresit calculele.

2. S& observam ca sfera se proiecteazd ortogonal intr-un cerc
inscris in rombul de baza, anume ABCD (fig. 1)

Fie E proiectia lui D pe BC. Este clar ca DE =d.

Deoarece triunghiul DEC are unghiul E drept, avem :

pc=—9 _42.
. T
sin—
R 4
In conformitate cu teorema celor trei perpendiculare (fig. 2),
deoarece DD’ L (ABCD) si DE L BC, rezulti ca D'E L BC.
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Prin urmare, D'E este inaltime in paralelogramul de sectiune,
anume A'D'CB. Sa observam ca DD’ are lungimea egalda cu diametrul
sferei Tnscrise, anume DD’=d. Prin urmare, teorema lui Pitagora
aplicata in triunghiul dreptunghic D'DE , ne asigura ca D'E = d/2.

Aria sectiunii cautate este

Ayoes =BC-DE =d+2-d/2 = 2d?

A’ D'
A \D B' C'
d d
A D
B E C B E C
Fig. 1 Fig. 2

Comentariu. Majoritatea candidatilor nu au reusit sid rezolve
aceastd problema, principalul obstacol fiind impresia falsa cd sectiunea
este un dreptunghi.

SOLUTII

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2003
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1. Avem f(x-1)=(x+1)g(x)—4. Pentru x=-1 rezulta
f(-2)=—4, adici —8+4—2a+b=—4 si deci b=2a. Notand
S, =X +Xxi+xi si utilizand relatiile lui Viete avem S =-1 si
S,=1-2a. Deoarece X +x +ax+b=0, X +X +ax,+b=0 i
X} + %2 +ax,+b=0, prin adunare obtinem S,+S,+aS, +30=0 si deci
S;=-1+2a+a-3b. Din S;=8 rezulta a—b=3. Deoarece b=2a

obtinem a=-3 si b=-6. Ecuatia se scrie x’+x*—3x—6=0, adica

(x-2)(x*+3x+3)=0 si ridicinile sunt X =2, X2:—3+2|\/§’

:—3—iJ§

? 2
2.

3-2m 2-m 1
a) Avem D=|2-m 2-m 1 |. Scazand a doua linie din
1 1 2—m
prima, obtinem
1-m 0 0
D=2-m 2-m 1 :(1—m)((2—m)2—1):
1 1 2-m

:(l—m)(l—m)(B—m):(m—l)2 (3—m).

b) Sistemul este compatibil determinat daca si numai daca D #0,

adica meR\{1,3}. Pentru rezolvarea sistemului folosim regula lui

Cramer.
m 2-m 1 m-1 0 0
1

D,=|1 2-m 1 (=1 2—m
1 1 2—m 1 1 2—-m

=(m-1)| (2-m)’ ~1|=~(m-1)" (3-m).
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3-2m m 1
D,=(2-m 1 1
1 1 2-m
Scadem ultima linie din celelalte si obtinem
2(1-m) m-1 m-1 -2 1 1
D,=|1-m 0 m-1=(m-1)°}-1 0 1
1 1 2-m 1 1 2-m
Adunam ultimele coloane la prima
0o 1 1
D,=(m-1)l 0 0 1 =(m—1)2(4—m)(1)
4-m 1 2-m
3-2m 2-m m
Avem D,={2-m 2-m 1|. Scddem ultima linie din celelalte
1 1 1

jz(m—lf(4—m).

m— 2 11
0 |=(m-1)°|-1 -1 o|=
1 11 1 11

2-1 0

=(m-1°|-1 0 0=—(m-1"| "

1 01

‘:(m—lf.

Rezulta
X:&:—(m—l)z(s—m):_l, y:D_:(m—l)z(x—m):m_4,
D (m-1)°(3-m) D (m-1)°(3-m) m-4

D, (m-1) 1

D (m—lf(3—nﬂ 3—m
m-4 1

si deci solutia este (—1, _ —j cu meR\{13}.
m-3 3—-m

II.
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1. Functia se scrie f(Xx)=4 1_x ° pentrux <0
x+1 , pentrux>0
(x+1)°
- 2
a)  Avem  f=lim—d=X_ _jim XX iy X3
o x=0 g x(l-x) P l-x
frofim Xty
o X0
b) Avem D, =R, lim f (x)=lim(x+1)=o0 si

< |

x(x+1)(1+

lim f(x)=lim
X—>—00 X—>—00 X(l j

j=oo. Asimptotele sunt y=x+1 pentru

X
X —00 i y=-X—3 pentru X — —oo deoarece
f(x)

m = lim —2 = lim 22 __
xomm X xome X (1-x)

si
2
' = lim (£ (x)—m’x) = lim {M+X]: im X1 3
X—>—0 X—>—0 1—X x—>—o ] —X
Derivatele functiei sunt
£(x) = _)((%21);2:3 pentru x <0
1 , pentrux>0
— — _, pentrux<0
(=1 (x-1)
0 , pentru x>0

Prima derivati se anuleazi pentru —x>+2x+3=0 si x<0. Se obtine
x=-1.
Tabelul de variatie este
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X —00 -1 0 ©
f’(x) --0 + + + + constanta 1
f”(x) + + + +4+ + + + + constanta 0
(x) » N0/ (N

Graficul este :

-3 -1 0

Descompunem in fractii simple. Avem succesiv
2x+1 A B C

xz(x+1)_;+F+x_+1’
2x+1= Ax(x+1)+B(x+1)+Cx*, 2x+1=(A+C)x*+(A+B)x+B
sideci A+C=0, A+B=2, B=1sideci A=1, B=1 C=-1 adica

2 2x+1 ( J
j— - — = ldx=
x+l X x* x+1
4

= Inx—i—ln(x+1) | :In2—1—ln3—ln1+1+ln2:1+In—.
X 1 2 2 3
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2003

L.

1. Fie polinomul f(X)=aX*+bX®-3, unde a,beR. Sa se
determine :

i) Catul si restul impartirii lui f(X) la X —1;

i) Numerele a si b astfel incat f (X ) sa fie divizibil cu (X —1)2.

2. Fie a>0 si A={x|xeR,0<x<aj}. Pe intervalul [0,+w)
definim legea de compozitie * astfel :

X+
X*y =

oricare ar fi x,y e[0,+0).
Sa se arate ca :
i) A este partea stabild a lui [0,+c0) Tn raport cu *;

il) * este asociativa, comutativa si cu element neutru ;
iii) Daca X,y,z€ A si x*y=y=*z, atunci Xx=y.
iv) A impreuna cu operatia indusa de * nu este grup.

11.
1. Fie f :[0, +o0) > R definitd astfel :

f(x)=+3+2x.
i) Sé se calculeze f'(x), pentru orice x €[0,+o0).

il) Sa se arate ca f este crescatoare.
iii) Sa se arate ca f ([O, 3]) = [\ﬁ, 3] .

1

2. Sa se calculeze I dx.

0x?+1
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II1.
1. Fatd de sistemul rectangular xOy se considerd punctele

A(1,2), B(—11). Pentru triunghiul ABO si se determine :

1) perimetrul ;

i) ecuatiile inaltimilor din A si din O ;

iii) coordonatele ortocentrului H .

Sa se demonstreze ca H, centrul de greutate G si centrul cercului
circumscris C sunt colineare.

2. Fie tetraedrul ABCD, cu lungimile muchiilor AB = AC =5,
BC=6, AD=3si ADJ_(ABC).

1) Sa se determine volumul V si aria totala S ale tetraedrului.
i) Sa se demonstreze ca raza r a sferei inscrise in tetraedru este

. Sa se calculeze r.

3V
r=—
S

iii) Sa se determine raza sferei circumscrise tetraedrului.

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2003

|
1. Fie expresia

2—ax—x°

E(X)=——,

(x) 1- X+ X2

i) S se arate ca E(x) are sens pentru orice xeR.

aeR.

i) Sa se determine valorile parametrului real a astfel incéat
inegalitatea E (X) < 3 sa fie adevérata pentru orice XeR.
2. Fie X, X,, X, radacinile ecuatiei
X2 —2x* +2x+17=0
si
S, =X +Xs+xi, keN".
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Sa se calculeze :

i) S,,S,,S; ;
X % X
if) determinantul |X, X, X|.
X% X
II.

1. Sé se calculeze limx,, unde

X, =Jn+1-Jn, neN.
2. Sa se reprezinte grafic functia f:R\{-1} >R definitd prin
X

F¥)=-"7

x4+l

SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2003

L

1.

i) Dupa impartire obtinem

f(X)=(X-1)(aX®+(a+b)X*+(a+b)X +a+h)+a+b-3
sideci c(X)=aX’+(a+b)X*+(a+b)X +a+b si r=a+b-3.

i) f se divide la (X -1)°, deci f(1)=1 si f'(1)=1. Cum
f’(X)=4aX3+3bX2 conditiile se scriu a+b—-3=0,4a+3b=0. De aici
rezulti a=-9,b=12.
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2.
i) Deoarece X,y >0 rezulta x*y=

+ . e o .
)2/ >0 si aratam ca desi

a+>
a2

+y 2
<a o axtay<al+xy <

X
1+—
a

(a—x)(a—y)=0 ceeca ce este adevdrat deoarece a—x>0 si

X,y<a rezulta x=y<a, adica

a-y=>0.
i) Fie x,y,z>0. Avem
X+y
X + 1+ a’ (ax+y+2)+xyz
(x*y)*z= y*z: a =— .
X (x+y)z aZ + Xy + yz + 2X

1+ —=
a2
()

az(x+y+z)+xyz

Analog se aratd ca x;t(y*z) si deci pentru orice
a’+ Xy + Yz + zx

X,y,2>0 avem (x*y)*z=x*(y+*z), adicd legea este “asociativa”.

X+ + X
y _y+X =y*X, pentru X,y =0,
yX

Ta?

incdt pentru Vx>0 si avem

Comutativitatea rezulta din X*y =
1+

mm‘é

Determinam e>0  astfel

X+e
X*e=e*X=X<:>w=x<:>e(x a2)=0<:>e=0. Asadar elementul

1+—
a2

neutru este e=0.
iii) Pentru x,y,z e[O,a) avem succesiv
2 2
X+2 +2 a“(x+z) a“(y+z
Xz = 7 < g ): gy )C)
1422 1+y a+xz a“+yz
a’ a’

<:>(a2+yz)(x+z):(a2+xz)(y+z)<:>(x—y)(a2—zz)zo.

X*Z=Y*Z <> &>
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Cum a*—z° >0 rezultdi X=Yy sideci X¥Z=y*z<>X=Y.
iv) Pentru orice xe[0,a) cautdim X' astfel ca x*X' =Xx'*x=e<
X+ X'
XX’
aZ
(A,*) nu este grup.

=0< X'=-X. Pentru orice xe(0,a) rezultd X' € A si deci
1+

II.
1.

] 2 1
i) Avem f'(x)= = )
) (%) 2J3+2x  /3+2x

if) Cum f'(x)>0 rezulta ca f este strict crescatoare.

iii) Deoarece f este strict crescatoare, minimul sau pe [0,3] este

f(0)=\/§, iar maximul este f(3):«/3+2~3 =3.Cum f este continua
rezultd ci f are proprietatea lui Darboux si deci f ([O, 3]) = [\/§, 3] .

X +1)’

1 1 1
2. Avem J.Ol X2X+1dx :E-[Ol( | dx :Eln(x2 +1)|Z =i
II1.
1

i) Deoarece O(0,0), A(1,2), B(~L1) rezulti OA=+/5,0B=+2
si AB= Jg Asadar perimetrul este 2\/§+\/§.

if) Panta lui AB este m,; = % 1 si deci panta inaltimii din O
+

2
este —2. Ecuatia 1naltimii din O este =-2X. Ecuatia inaltimii din A este
. =-2X
y=x+1. Rezolvand sistemul {y 1 se determina coordonatele
y=X+
. ) 12
ortocentrului si se obtine H ~3'3)

iii) Deoarece OA=O0B rezulta ca triunghiul este isoscel si deci
inaltimea din A este mediana si mediatoare. Deci punctele H,G,C se
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gasesc pe Inaltime, adica sunt coliniare. Fie E proiectia lui A pe BC.
Din  teorema celor trei perpendiculare  avem DE L BC.

AE = AB®-BE® =/25-9=4 ; DE=+AD*+AE’=49+16=5 si

aria (ABC)=6;24:12, aria (DAC)= aria (DAB)=5;23=%~aria

(DBC)=%=15. Aria totald este S=12+%+%+15=42. Volumul
este
vol (ABCD) - aria (AZBC) AD _ 123~3 _17.
i) Daca | este centrul sferei inscrise si r este raza sa atunci
relatia

vol (ABCD)=vol (1ABC)+vol (IACD)+vol (IABD)+vol (1BCD)

devine V :%(aria (ABC)+aria (ACD)+aria (ABD)+aria (BCD)) si

deci r = £l . Rezulta de aici r _312_ 6 .
S 42 7
iii) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Raza
acestui cerc se calculeaza dupa formula R=Z—bsc si deci

AB-AC-BC 5.5:6 25 - :
= - = =—. Centrul P al sferei circumscrise
4-aria (ABC) 412 8

tetraedrului (ABCD) se afli la intersectia perpendicularei in O pe planul

AO

(ABC) cu planul mediator al lui AD. Raza p este datd de

2 2
p=AP=A0?+0P’ = /(%} +@J =%«/769.
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SOLUTII

COLEGIUL DE INFORMATICA
SESIUNEA SEPTEMBRIE 2003

I.
1.

i) Conditia 1-x+x*#0 este indepliniti deoarece ecuatia
x* —x+1=0 nu are ridicini reale.

ii) Inegalitatea E(x)<0,Vx se scrie 2—ax—x* <3(1-x+X’),
VX, adica 4x* —(a+ 3) X+1>0, VxelR. Conditia este
D=(a+3)’ -16<0, adicd ae[-7,1].
2.
i) Relatiile lui Viéte sunt :
X+ X, + X, =2
XX, + X, X5 + XX, = 2.
X X, X, = =17
Avem deci
S,=2
S, = (X + % +%)" —2(XX, + XX, +X,%, ) =22 —2.2=0.
Cum X, X,, X, verifica ecuatia, avem
X} —2x7 +2x +17=0
X5 —2x5 +2x, +17=0.
XS —2X2 +2X%,+17=0
Adunand aceste relatii obfinem
S;-25,+25,+51=0
sideci S; =-55.
il) Dezvoltand determinantul dupa prima linie rezulta
D =3x,%,%, —(X' +X +X; ) =—51+55=4.
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II.
. , 1

1. Avem limx, =lim————-—===0.
n—>o oo Jn+l++/n

2. Domeniul de definitie rezultd din conditia Xx+1=0. Asadar,

D, =R\{-1}. Avem lim f (x)= lim ——= lim %:1 si deci
- > x(1+j "l
X X
y =1 este asimptota orizontala pentru X — Foo.
Avem lim X _ L =00 si lim f(x)=—oo si deci x=-1
X+l -1-0-1 oy
. o . - ' 1 . " —2
este asimptotd verticald. Avem f'(x)= ->05 f"(X)=—= 5
(x+1) (x+1)
tabelul de variatie este
X —o0 -1 o0
f’(x) + + + + + 4+ + +
f(x) 1 / 00 / 1
100
f"(x) + + + + + - -

Graficul este schitat in figura de mai jos :

(L0
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2004

I. Algebra

1. Fie polinomul f (X)=X"*+4X®+axX?+bX +ceR[X].

i) Determinati numerele reale a,b,c astfel incat f (—1+i) =0, iar
restul Tmpartirii polinomului f (X) la X +1 este egal cu -2.

ii) Pentru numerele a,b,c determinate la punct i), gasiti radacinile
polinomului f (X).

. X _y 2 2 o Co
2. Fie G:{( j|x,yeR,X +y iO}.Arata‘uca:
y X
i) Daci A,BeG, atunci A-BeG.
i) G impreuna cu inmultirea matricelor este grup abelian.

iii) Functia f :C — G, f(x+iy):®

yj, este un izomorfism
X

de la grupul multiplicativ (C",-) lagrupul (G,-), unde C"=C—{0}.

I1. Analiza matematica

1. Fie functia f :R >R, f (X) =x+3".

1) Sa se calculeze f' sisdsearate ca f este strict crescatoare.
il) Sa se calculeze f" sisdsearate ca f este functie convexa.
. FQ)+f(2)+...F(n

iii) Sa se calculeze lim W+ (2) ( )

n—o0 3“

3x-3
x4+l
1) Sa se gaseasca numerele reale A, B,C astfel incat sa avem :
f(x)= A N |23X+C |
X+1 x"—x+1

2. Fie functia f:[L2] >R, f(x)=

pentru orice x €[1,2].
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2
il) Sa se calculeze I f (X) dx.
1

II1. Geometrie si trigonometrie
1. Se considerd cercul de ecuatie X*+y°—2x—2y—2=0 si
dreapta de ecuatie Xx+y—a=0, unde acR. Sd se determine valorile

parametrului a astfel incat dreapta sa fie exterioara cercului.

2. Intr-un tetraedru ABCD se considerd ¢ AC L BD. Si se arate
ca sectiunea determinata de intersectia tetraedrului cu un plan paralel cu
muchiile AC si BD este un dreptunghi.

IV. Informatica
Se considera tabloul de numere reale A:(ai,az,...,an). Se cer

urmatoarele:

i) Un algoritm pentru ordonarea crescatoare elementelor tabloului
A

i) Un algoritm performant (preferabil liniar) pentru eliminarea
dublurilor din tabloul astfel ordonat.

iii) Presupunand ca a;,a,,...,a, sunt coordonatele a n persoane

aflate pe o dreaptd, sa se determine o coordonata X, cu proprietatea ca
aducerea tuturor celor n persoane pe pozitia X sa se realizeze cu efort total
minim (efortul pentru o persoana este distanta de la pozitia sa initiald la
pozitia X).

Exemplu : Pentru A=(1,316,9,6,2):

1) (1L12,36,69); 2)(L2369);  3)x=3.

Precizari. Pentru fiecare algoritm veti scrie ideea solutiei, precum
si complexitatea sa in timp (in functie de n). Nu pot fi folosite tablouri
suplimentare. Datele de intare (n si A) se considera citite, iar pentru
datele de iesire se va preciza locatia lor. Pentru unul dintre primele doua
puncte se va da solutia si sub forma unei proceduri/functii Pascal, C sau
C++, In rest fiind suficient pseudocod.
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SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2004

I. Algebra

1.

i) Deoarece feR[X], cum f(-1+i)=0, deducem c&
f(—l—i):O, deci restul impartirii  polinomului f(X) la
(X =(=1+i))(X =(~1-1i)), adica la X*+2X +2, este 0. Cum

X*+4X°+aX?+bX +C =(X*+2X +2)(X*+2X +a—6)+

+(—2a+b+8)X +c—2a+12,
deducem ca :

—2a+b=8=0; c—-2a+12=0 *)

Cum restul impartirii polinomului f(X) la X +1 este egal cu
f (—1), deducem ca f (—l) =—2, adica :

a-b+c=1 (**)
Sistemul dat de ecuatiile (¥) si (**) are solutiile a=5, b=2 si c=-2.

i) Avand n vedere cele stabilite la punctul i), ecuatia f(X)=0
se scrie :

(X?+2X +2)(X*+2X ~1)=0.
Solutiile ei, deci radacinile polinomului f (X)), sunt

—1+i, -1, -1-2, si —1++/2.
2.

X

A&y)ﬁ ) A‘z,yz B A&Xz*ylyz,xl)’z*xz)ﬁ '

. . X - .
i) Dacd notdm cu A, , matricea ( yj e G, atunci :
' y
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Cum (%% = 1¥s) + (Y, +%¥:) =(x +y7)(% +y3) =0,
decarece (X' +Yy7)#0 si (X} +y;)=0 (cici A _, A, €G), deducem

-

ca .

A‘b)’l ) A‘z’yz €G.

i1) Dupa cum am vazut la i), inmultirea matricelor din G este o lege
de compozitie pe G, adica inmultirea a doua matrice din G este 0 matrice
din G.

Este binecunoscut faptul ca inmultirea matricelor este asociativa,
deci inmultirea matricelor din G este asociativa.

1 0
Existd 1, eG (deoarece I, :(0 1] si 12 +0° =1=0) astfel incat

I,-A=A-1,, pentru orice AeG. Prin urmare 1, este elementul neutru
pentru inmultirea matricelor din G.
Pentru orice A, €G,existd A, |

2iy? X2y

2 2
. ) X y 1 A
ideci: +| — = #0), astfel Tncat :
s (XZ-FYZJ [ X2+y2j X2+y2 )

A<,y ) A#y_L = Ai,O = |2’

g2 a2

eG (deoarece x*+y*#0

deci orice element din G este inversabil.
Caatare (G,-) este grup.

Deoarece pentru orice A&,yl’ A<2,y2 eG , avem :
Aﬁx)ﬁ ) A<2’YZ = A‘1X2—Y1Y2vx1)’2+x2y1 !
Si:
A<2v)/2 ) A(lvyl - A‘zxryz)’lvxz)’ﬁxﬂz !

deducem ca :

A<1vy1 ' A‘zd’z = A‘zd’z ) A<1:Y1’
pentru orice A, , A , €G.

Prin urmare (G,-) este grup abelian.
iii) Pentru Tnceput sa observam ca f este bine definita deoarece,

* . A X _
dacd, z=x+iyeC , atunci |z|2=x2+y2¢0’d90| f(z):( yJeG.
y X
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X =y

jeG, existdi z=X+iyeC’
Yy X

Deoarece pentru orice A, :(

(deoarece x*+y* #0) astfel Incat :
f (Z) =Ay
rezulta ca f este surjectiva.
Deoarece  pentru  orice A A  €G, astfel fncat

L[ X Y X -y . )
-t (2 25 )

Y=Y, deunde A =A  , deducem caf este injectiva.
Asadar f este bijectiva.
Deoarece pentru orice z, = x, +iy, € C si z, =X, +iy, e C", avem:

f (Zl ' 22) =f (X1X2 - y1y2 +i (X1y2 + Xzyl)) = AK1X2—Y1Y2:X1V2+X2)’1 !

deducem ca :
f(z-2,)="1(z) f(z,),

pentru orice z,,z, € C", deci f este morfism.

In concluzie, f:C">G, f(x+iy):[X -y
y X

izomorfim de la grupul multiplicativ (C”,-) la grupul (G,-).

Comentariu. La punctul i) multi dintre candidati nu au verificat ca
suma elementelor de pe prima coloand a produsului a doua matrice din G
este nenuld. Majoritatea candidatilor au rezolvat subpunctele 1i) si iii), desi
a existat si un numar relativ insemnat de lucrari in care axiomele din
definitia grupului apareau neinsotite de cuantificatorii logici
corespunzatori sau cu acesti cuantificatori intr-o ordine necorespunzétoare.

], este un

II. Analiza matematica
1.
i) Avem f'(x)=1+3"In3>0, pentru orice xeR, deci f este

strict crescatoare.
i) Avem 1”':1+3X(In3)2 >0, pentru orice xeR, deci f este

functie convexa.
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iii) Avem
f(1)+f(2)+...+f(n)=1+2+...4n+ 3+3F +..+3" =
n(n+1) 3"-1
+

2 3-1"
de unde :

n(n+1) _3"-1
FQ)+F(2)+..+f(n) — 5 T35 _n(n+1)+§(l_ij
3" - 3" 2.3 200 3

Cum “mn(n—+nl):0 si Iim(l—ijzl, deducem ca :
noo 2.3 n—o0 3"
“mf(l)+f(2§n+...+f(n):§.

Comentariu. Cu parere de rau trebuie sa spunem cad destui

candidati au avut dificultati in a deriva corect functia X — 3*. Punctul iii)
al problemei a fost rezolvat corect de catre putini candidati. Mentionam ca
acest punct poate fi rezolvat si cu ajutorul lemei lui Stolz-Cesaro.

2.
i) Egalitatea din enunt revine, dupa efectuarea calculelor, la :
3x—3=(A+B)x*+(-A+B+C)x+A+C,

pentru orice x €[1,2] de unde obtinem sistemul :

A+B=0
-A+B+C =3
A+C=-3

care are solutia A=-2,B=2 si C=-1.
if) Folosind i), avem :

2 32 w1 ), A2 A(x-xal)
.!'f(x)dx_ﬂ +1+x2—x+1jdx_-!‘x_+1dX+Jl. X2—x+1

=-2In(x+1)} +In(x2 —x+1) f=-2(In(3)-In(2))+In(3) =

=2In(2)—|n(3)=In(4)—|n(3)=lng.
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Comentariu. Acest subiect a fost rezolvat de catre majoritatea
candidatilor. Cei care nu au reusit sa-l rezolve au efectuat, de reguld, in
mod eronat calculele.

II1. Geometrie si trigonometrie
1. Vom prezenta doua solutii.
A. Pentru ca dreapta sa fie exterioara cercului, trebuie ca sistemul :

X +y?—2x-2y—-2=0
{x +y-a=0,
sd nu aiba solutie, adica trebuie ca urmatoarea ecuatie de gradul 2 :
2x* —2ax+a’—-2a—2=0,
sa aiba discriminantul strict negativ. Aceasta revine la —a’+4a+4<0,
ceea ce Inseamnd a € (—oo, 2— 2\/§> U(Z + 2\,/2_, oo) .
B. Pentru ca dreapta datd sa fie exterioara cercului, trebuie ca

distanta de la centrul cercului la dreaptd sa fie strict mai mare decat raza
cercului.

Deorece cercul se scrie sub forma (x—1)" +(y—1)° =22, centrul
sau este (1,1), iar raza sa este 2. Cum distanta de la punctul (1,1) la
2-a

NA

dreapta este

2-a]>2V2.
Atunci solutia problemei este :

ae(—oo,Z—Z\ﬁ)u(2+2«/§,oo).

, solutia problemei este data de solutia inegalitatii

Comentariu. Numarul candidatilor care au rezolvat acest subiect a
fost mare. Cei mai multi dintre ei au urmat calea prezentata la A.

2. Sa presupunem ca planul «, paralel cu muchiile AC si BD,
intersecteaza muchiile AB in M, BC in N, CD in P si AD in Q. Prin

urmare, dorim sa aratam ca MNPQ este dreptunghi. Planul ABC, care

contine dreapta AC, intersecteaza planul « , care este paralel cu dreapta
AC, dupa dreapta MN paralela cu AC. Analog se aratd ca PQ este
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paralela cu AC. Prin urmare MN este paralela cu PQ. Similar se
demonstreaza ca MQ este paralela cu PN. Deci MNPQ este
paralelogram. Deoarece MQ||BD, MN || AC si AC 1L BD, deducem ca
MN L MQ, deci MNPQ este dreptunghi.

Comentariu. Numarul candidatilor care au rezolvat acest subiect a
fost redus, el constituind un obstacol major pentru multi candidati.

IV. Informatica

i) Exista o mare varietate de algoritmi pentru ordonarea crescatoare
a elementelor unui tablou de numere reale (multe prezente in programa de
liceu) : sortare prin insertie binara, sortare prin interclasare, sortare rapida,
sortare prin metoda bulelor etc. Se cunoaste ca timpul optim este

O(Iog n), unde n ete numarul elementelor tabloului. Intrucat s-a cerut clar

un algoritm oarecare, a fost acceptat orice algoritm corect. Unul dintre cei
mai simpli algoritmi este urmatorul :

- se determind a, =max{a,,...,a,} si se face interschimbarea
a, <> a, ; numarul de compardri este n-1;
- se determind a, =max{a,,...,a,,} si se face interschimbarea
a, <> a,, ; numdarul de compardri este n-2 ;
- se determind a =max{a,a,} si se face interschimbarea
a, <> a, ; numdrul de compardri este 1.
foru=n, 2,-1
max <«—a;k <1
fori=2,u,
if a >max
then max «<—a;;k <1
endfor
a, < a,;a, < max
endfor
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Complexitatea n timp a algoritmului este O(nz), deoarece se fac

(n=1)+(n—2)+...+1 compardri intre elementele tabloului.
il) Pentru eliminarea dublurilor este nevoie de o singura parcurgere
a tabloului, deci complexitatea in timp a algoritmului este O(n), adica
liniara. Fie i pozitia curenta analizatd si U numarul elementelor distincte
din {ai,...,ai_l}, elemente ce apar acum pe primele u pozitii ale tabloului
A.
u<«1
for i=2,n
if 8 «a,
then u<«u+la, «<3q

endfor

iili) Formularca matematica este : si se determine X care
n

minimizeazd functia f(x):2|x—ai|. Din picate functia f nu este
i=1
derivabila.
Se pleacd de la faptul cd elementele tabloului A sunt sortate
crescator i se rationeaza prin inductie :
- pentru n=1 este evident cd X=a, ;

- pentru n=2,x poate fi orice valoare din intervalul [a,a,],
deoarece pentru un astfel de x avem f(x)=a,—a,, iar pentru un y n
afara acestui interval avem f (y)> f(x) ;

- pentru n=3 : din punctul de vedere al elementelor a, si a,, X
poate fi ales arbitrar n [a,,a,] ; prezenta lui a, impune insd valoarea
X=a, ;

-pentru n=2k+1, x=a,,, ;
- pentru n =2k, x poate fi ales arbitrar in [a,,a,,,].

In concluzie, este suficientd atribuirea X «— a[( cu explicatiile

n+1)/2]

necesare. Sd observdm ca aceastd solutie nu depinde de existenta
dublurilor in tabloul A.
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A fost acceptatad si solutia care presupune fara demonstratie ca X
poate fi ales ca unul dintre elementele tabloului, calculeaza valorile lui f

in aceste puncte si determind valoarea minima. Motivul este ca in
concursurile de elevi proba se da pe calculator, verificarea este automata si
deci se tine cont doar de valoarea produsa la iesire si de timpul de lucru,
deci nu de rationamentul/algoritmul prin care elevul a ajuns la aceasta
valoare.

Comentariu. Forma simpld a algoritmilor de la primele doua
subiecte nu a ridicat candidatilor probleme la implementarea lor intr-un
limbaj de programare admis. Proba de informatica s-a redus la cunostinte
de clasa a IX-a plus istetime !

Nota. Timpul de lucru a fost de 3 ore. S-a cerut sa se trateze 3
subiecte la alegere.
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI 5
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

CONCURS DE ADMITERE
DOMENIUL DE LICENTA MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2005

I. Algebra
Fie matricele

2 -1 -1
A=|-1 2 -1|, B=1 1 1|si M, =£A+LZB,

3 3t
-1 -1 2

unde te R" =R\{0}.

1. Si se calculeze A?, B?, AB, BA.
2. Sa se arate ca :
i) Daca t,t'eR", atunci MM, =M.

i) G= {Mt [te ]R*} este grup in raport cu inmultirea matricelor.
iii) Functia f:(R"+)—(G,) este izomorfism de grupuri, unde
f(t)=M,.

II. Analiza matematica

In x . .
Fie functia f:(O,oo)_)]R’ f(x)= w1 pentru X # |

1, pentrux=1
i) Sa se arate ca functia f este continua.

i) Sa se gaseasca asimptotele graficului functiei f .

2
iii) Sa se calculeze Ixzf (X+1) dx.
1

II1. Geometrie
1. Se considera  in  plan familia  de cercuri

X* +y® —4x—2ay+3=0 unde a este un parametru real.
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1) Sa se arate ca existd doud puncte prin care trec toate cercurile
familiei.

i1) Sa se determine cercul de raza minima din familie.

iii) Sa se scrie ecuatiile cercurilor din familie care sunt tangente
axei Oy.

IV. Informatica

Se considera doua numere naturale strict pozitive a,b
reprezentabile 1n calculator. Sa se scrie proceduri / functii pentru listarea :

1) Numarului ¢ obtinut prin inversarea ordinii cifrelor lui b .

i1) Unei cifre care apare de cele mai multe ori in scrierea lui a.

iii) Celui mai mare divizor comun si celui mai mic multiplu comun
alluiasib.

Cel putin una dintre proceduri / functii va fi scrisa in Pascal, C sau
C++, iar celelalte Tn pseudocod.
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SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA SI {NFORMATICA 5
DOMENIUL DE LICENTA MATEMTICA
SESIUNEA IULIE 2005

I.

1. Un calcul simplu aratd ca A2=3AB*=3B si
AB=BA=0,.

2.

i) Avem

MtMt,:[imiZBj Lar—tog|-Laz L1 g2
3 3’ 3 a(t) 9 9(t)

LW 1ZB:Mtt,,
3 3(tt)

pentru orice t,t'eR”
il) Punctul anterior arata ca « este lege de compozitie pe G .
Pentru t,t',t"e R, avem
(M M t’)M v =M () = M t(ttr) — M, (M oM t")’
deci « pe G este asociativa.
M, €G este elementul neutru la « pe G.

Simetricul elementului M ,teR" este M ;.
iii) Daca f(t)=f(t'), tt'eR",atunci
tA 1 B t 1

+—B= + B

3 3% 3 3(t)’

de unde, prin inmultirea la stanga, cu A, obtinem tA=t'A, deci t=t’.
Asadar, f este injectiva.
Evident f este surjectiva.
Prin urmare, f este bijectiva.

Deoarece, pentru orice t,t'e R, avem
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f(tt)=M, =M M, =f(t)f(t),
deducem ca f este morfism de grupuri.

II.
i) Este evident ca in orice punct al multimii (0,00)—{1} functia f

este continua.

’
e (Inx) 1 :
Deoarece exista lim———=Ilim==1, conform cu regula lui
x—1 (X_l)' x—=1 ¥

’Hospital, avem Iirr; f(x)=1=f (1). Cum 1 este punct de acumulare al

multimii (O, oo) , deducem ca f este continuain 1.

Prin urmare, f este continua.

!
N e (Inx) 1 ,
il) Deoarece exista Ilm—’: lim==0, conform cu regula lui
X*)OO(X_l) X—0 X

I’'Hospital, avem lim f (x)=0.

X—>0

Prin urmare, dreapta y =0 este asimptota orizontala la +oo pentru
graficul functiei f .

Deoarece Iirrol f (x)=o0, deducem ca dreapta x=0 este asimptotd
X—>

verticald pentru graficul functiei f . Intrucét, pentru orice X, e(O,oo),

lim f (x)=f(x,)eR, nu mai existd alte asimptote verticale pentru

X—Xg

graficul functiei f .
iii) Avem, pentru x e (0,0)—{1},
f’(x)= x=1-xInx

x(x—l)2
Pentru a studia derivabilitatea lui f in punctul 1 vom studia limita
Inx _,
fimt )T T @) i xol g I x 41
x>l x—1 ol x-1 x-1 (x—l)
Deoarece
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InXx—x+1 1

conform cu regula lui I’Hospital deducem ca lim————=-=, deci
x—1 (X—l) 2
1
f'(1)=—=.
0--1
x—l—xlnzx ozl
Asadar, f'(x)= x(x-1)
1
-= , x=1
2

Fie g:(0,0)—>R, data de g(x)=x-1-xInx. Atunci
9'(x)=—Inx, pentru orice x €(0,).

Prin urmare, g'(x)>0, pentru xe(0,1) si g'(x)<0, pentru
x €(1,00), deci g este crescatoare pe (0,1) si descrescatoare pe (1,00), de
unde g(x)<g(1)=0, pentru orice x €(0,).

Asadar, f'(x)<0, pentru orice xe(0,0), deci f este

descrescatoare.
iv) Avem
2 2 272\
Ixzf(x+1)dx=jx2|n(x+1) dx:j[x_j In(x+1)dx =
1 1 X 1 2
=x2In(x+1)‘2_1jX2 1 dX=4In3—|n2_£2x2—1+ld _
2 24 x+1 2 24 x+1
2 2 2
_4In3-In2 1 J'(x—l)dx+j 1 _4In3-In2_1 X——x‘f+|n(x+1)‘12 =
2 2\ 4 ) x+1 2 2(\ 2
:4In3—|n2_1(1+|n3_|n2]:4In3—|n2_|n3—|n2_l:
2 2 2 4
_3In3 1
2 4
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II1.
i) Fie (XO, yo) un punct care apartine  cercului

X?+y?—4x—2ay+3=0, pentru orice acR. Atunci
Xo+yi—4x,+3-2ay,=0, pentru orice aeR, deci
X;+yZ-4x,+3=0 si 2y,=0, de unde y,=0 si xZ—-4x,+3=0,
deci x,=1si y,=0 sau x,=3 si y,=0.

Asadar,  punctele (1, O) si (3, 0) apartin  cercului
x?+y?—4x—2ay+3=0, pentru orice o € R.

i) Ecuatia cercului x*+y? —4x—2ay+3=0 se rescrie sub forma
(x—2)2 +(y—a)’ =a?+1, deci raza acestui cerc este Vo ?+1. Prin
urmare, cercul de razd minima din familie este cel de raza 1.

iii) Conditia ca cercul Xx*+y?—4x—2ay+3=0 si fie tangent
axei Oy este ca sistemul

X2 +y?—4x-2ay+3=0

{x =0
sa aiba solutie unica. Aceasta revine la a spune cd ecuatia
y?—2ay+3=0 are solutie unici. Prin urmare, discriminantul acestei

ecuatii trebuie sa fie zero, adicd 4a*—4-3=0, de unde « € {—xﬁ, \/§}
Asadar, ecuatiile cercurilor din familie care sunt tangente axei Oy sunt
X2 +y2—4x—2/3y+3=0 si
x2+y2—4x+23y+3=0.

IV.
i) Dacd b= (byby 1...00) 10 = bprrl0®+b, 1-105 "+, . .+b;-10+by,
atunci numarul c cautat este b-10+b.-10“"+. . . +b,_1-10+b, si deci:

c <« 0; x «< Db;

while x>0 do
rest <« restul impartirii lui x la 10;
x <« catul impartirii lui xla10;
c ¢« c-10+rest

write c
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ii) La fel ca la punctul precedent, detectam cifrele lui b si numaram
de cate ori apar ele, dupa care determinam una dintre cifrele cu cele mai
multe aparitii:

X<—ay;
for i=0,9 do apar; <« O0;
while x>0 do
rest <« restul impartirii lui x la 10;
aparrest <~ aparrest +l
x <« catul impartirii lui x la 10;
cifra <« 0;
for i=1,9 do

if apar;>apar.ifra then cifra <« i
write cifra

iii) Existd o mare varietate de algoritmi pentru determinarea celui
mai mare divizor comun d a doud numere naturale a si b, dintre care
alegem algoritmul lui Euclid. In plus folosim relatia [a,b]=a*b/d.

X € a; y < b;

while y#0
rest <« restul impartirii lui x la v;
X < y; yV ¢« rest

write x, a*b/x
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
CONCURS DE ADMITERE
DOMENIUL DE LICENTA INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2005

I. Algebra
Fie G={zeC|z° =1
1) Sa se arate ca G, impreund cu inmultirea numerelor complexe,

este grup izomorf cu (Z ;,+).
2) Fie £ G\ {1} si matricele

1 1 1 e? ¢ 1
A=|1 & &?|,B=| & &? 1|
1 &% ¢ 1 1 1

i) Si se calculeze A%, A%, A*.

i) Sa se arate ci A este inversabili si s se calculeze A",
iii) Sa se rezolve ecuatiile matriceale : AX =B,YA=B.

I1. Analiza matematica
Fie functia f:R—>R, f (X)=L.
1+|x|

1) Sa se studieze derivabilitatea lui f si sa se calculeze f'.

i) Sa se reprezinte grafic functia f .

iii) Fie un numar a > 0 si fie sirul (Xn)n definit astfel :

Xo=a; Xp,=T(x,)

pentru orice ne N.

Sa se arate ca sirul (X . ) , este marginit si monoton §i sa se
calculeze limita lui.

2
iv) Si se calculeze _[ f(x)dx.
O
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II1. Geometrie

Fie ABCD un patrat de latura 1. Consideram punctele variabile M
si N pe latura AB, respectiv BC, astfel incit AM =BN .

Sa se determine multimea punctelor care sunt mijloacele
segmentelor MN .

IV. Informatica
Se considera doua numere naturale n,k cu 1<k <n<15, precum

si un vector ¢=(C,,C,,...,C, )cu elemente numere naturale astfel Tncét

1<c,<c,<...c, <n reprezentate in memoria calculatorului. Sa se scrie

proceduri / functii pentru listarea :

k
n o

1) Numarului binomial C, efectudnd un numar cat mai mic de
inmultiri / Tmpartiri.
i) Unei valori i €{0,1...,n} pentru care C; are valoarca maxima.
iii) Succesorului in ordinea lexicografica al lui ¢ ipoteza
c#(n—k+1,...,n-1n).
Cel putin una dintre proceduri / functii va fi scrisd in Pascal, C sau
C++, iar celelalte Tn pseudocod.
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SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA SIVINFORMATICA 5
DOMENIUL DE LICENTA INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2005

Fie z,,z,eG. Atunci z’=z}=1, de unde

(z,02,)° =2222=1, deci 7,2, €G. Asadar, « este lege de compozitie

pe G. Evident « este asociativa, iar elementul neutru la « este 1€G.

. o1 1) 1 o
Pentru orice zeG, existi —e G deoarece ((—j :—3:1J astfel Tncat
z z z

Zol=loz =1. Prin urmare, (G,-) este grup. Ecuatia z3=1 are solutiile
YA Z

z2,=Lz, si z,=2;

, unde z, este una dintre solutiile ecuatiei
2?+2z+1=0.

Fie f:(Ge)—>(Z,+) data de f(z,)=0, f(z,)=1 si
f(22)=2. Evident f este bijectiva. Se verifica usor ca f este morfism.
Deci f este un izomorfism de grupuri.

2.
i) Avand in vedere ci £ +&+1=0 sicid ¢° =1, un calcul simplu
1 00 1 1 1
araticd A=3/0 0 1|, A®=3|1 &? & |sicia A"=9-1,.
010 1 ¢ ¢°?

i) Deoarece A.(%A3j= %A3J~A=I3, pe baza unicitatii

) ) . .. D |
inversei unei matrici, deducem ca A ™ = 5 Ad.
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iii) Ecuatia AX =B are solutia X =A™*-B, adici X :%AS-B,

0 0 1
deunde X=| 0 & O/.
> 00

Ecuatia YA=B are solutia Y =B-A™, adica Y =%B~A3, de unde

0 0 ¢
Y=(0 ¢ O
1 0 O
1I1.
X x>0
i) Avem f(x)={%"1
X
—, x<0
1-X
L >, x>0
(x+1)
Prin urmare f'(x)
1
x<0

—f (X)_ f (0):Iimi—l, deducem ca f este

Deoarece lim
x—0 X x—01 4 |X|
derivabila in 0 si f
>0
Asadar f
<0

il) Ecuatia f ) 0 are solu‘;la X =0, deci intersectiile graficului

functiei f cuaxele Ox si Oy sunt date de punctul (0, f (0))=(0,0).
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Cum f(—x)=—f(x), pentru orice xR, functia f este impara,
deci graficul lui f este simetric fatd de origine. Se constata usor ca
f(x)>0, pentru x>0 sica f(x)<0, pentru x<O.

De asemenea avem

- 7, X>0

(x+1)
f"(x): 2

-——, x<0

(x-1°

Functia f nu este derivabila de doua ori in 0 deoarece

f2(0) = lim1- )= (0)

. a < =25
fg(o)zan:_z.
oo X
Deoarece Iimf(x)=|imL=1 si Iimf(x)=|imL=—1, deducem
X—0 x—0 X 41 X—0 x—0 ] — X

ca dreapta y=1 este asimptotd la +oo pentru graficul functiei f, iar
dreapta y =—1 este asimptotd la —oo pentru graficul functiei f .

Deoarece, pentru orice X, €R, lim f(x)=f(x,)eR, deducem

X=X
ca nu exista asimptote verticale pentru graficul functiei f .
Toate informatiile de mai sus pot fi sumarizate in tabelul urméator

-00 0

+00

X
I O I o

"(x)| R -

f(x) | -1 ~— 0 >

Prin urmare putem schita graficul functiei f .
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iif) Se verificd usor cd X, <X, deoarece aceastd inegalitate este

. . a .
echivalenta cu 1 <a,adicicu 0<a?.
+a

Fie P(n) propozitia X ., <X, .

n+l

Evident, conform celor discutate mai sus, P(0) este adevarata.
Vom arata ca P (n) implica P (n +1) .

Intr-adevir, daca x,,<X,, atunci, deoarece f este strict

n+l

cresctoare, f(X,,,)<f(X,), Qe X, ,<X,,.

n+2

Conform metodei inductiel matematice obtinem ca X, <X,,

n+1
pentru orice neN, deci sirul (x,) este descrescitor. Aceeasi metoda a
inductiei matematice ne asigura ca X, >0, pentru oricc neN. Prin

urmare, sirul (X este marginit si monoton, deci existd limx_ =1eR.
N/ n—o0 n

Din relatia X, = f(x,), pentru orice neN, avand in vedere

continuitatea functiei f, obtinem, prin trecere la limita, ca f (I)=1, i.e.

| :L, deunde 1 =0. Deci limx, =0.
1+1] N>
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IV)I If dx+j =i1fxdx+i X_dx =

-1

“1+1 1-1 r
_J‘X + !X;H dx=:[1 dx+j—dx+j1dx j—dx—

=(=x)|% —In(1-x)|%, +x]5 —In(1+x)|0=

=—1+In2+2—|n3=1+|n§.

II1.
Sa alegem un sistem de axe rectangulare cu originea in B. Atunci

A(0,1),B(0,0),C(L0) si D(L1). Daca M(0,2), 2¢[01], atunci
N(1-2,0).

y
A (0,1) (1.1)

M (O

B(0,0) N(1-n0) C(10) X

Daca Q este mijlocul segmentului MN atunci Q(%%) deci

-4 .
*o=Ty Ve

E .
: 1 . 1
Prin urmare, X, +Y, ZE $1 Xq € O’E .
Asadar, multimea punctelor care sunt mijloacele segmentelor MN

este segmentul RT , unde R(O,%) si T(%,Oj.
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Iv.

i) Valoarea cautata poate fi calculatd fara efectuarea vreunei
inmultiri/impartiri, folosind triunghiul lui Pascal, ce se bazeazd pe
egalitatea ci + ci*! = ¢itl. Dar mai intdi vom aplica formula
combinarilor complementare, pentru a ne asigura cd k<n/2, cu scopul de a
reduce numarul de adunari necesare. Apoi vom folosi un tablou
T=(Ty, T1, - .., Tx) de dimensiune k+1 initializatcu (1,1,0,...,0):

k1l « k; 1f k>n/2 then k1l <« n-k;
To < 1; T, « 1; for i=2,kl do T; « 0;
for 3=2,n do
for i=kl,1,-1 do T; <« T; +Ty;
write Ty

ii) Folosind faptul ca valoarea
coeficientilor binomiali creste si apoi
descreste, valoarea maxima va fi atinsa pentru
coeficientul / coeficientii "din mijloc", deci
este suficient sd scriem:

if n impar
then write (n+l)/2
else write n/2

iii) Fie c=(cy,cs, ..., cy) combinarea curenta care, conform
ipotezei, admite un succesor. Determinarea succesorului se poate face in
trei etape:

- determinarea celui mai mare i cu c;<n-k+i, adica a celei mai din
dreapta pozitii ce poate fi majorata;

- majorarea lui c; cu o unitate;

- inscrierea pe pozitiille i+1, ...,k din c a valorii de pe pozitia
precedentd, maritd cu o unitate:

i « k;

while c;=n-k+i do i « 1i-1;
ci<c;+1l;

for j=i+l,k do cy < cy.+1
for i=1,k do write c;
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
CONCURS DE ADMITERE
DOMENIUL DE LICENTA MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2006

I. Algebra
1. Fie polinomul cu coeficienti reali f =X*—-2X3+X?+nX +p.

i) Sa se determine n si p astfel incat X ? +1 si dividi pe f.
i) Daca g este catul impartirii lui f la X2 +1, si se calculeze

g +...+g(n)

unde neN",
2. Fie multimea
1 ab
G=4/0 1 c||ab,ceZ;.
0 01

1) Sa se arate ca G, impreuna cu operatia de inmultire a matricelor
este grup.

i) Este G grup comutativ ? Justificare.
I1. Analiza matematica

1.
S3 se determine a >0, astfel Tncat

Iim«/ﬁ(«/n+a—\/ﬁ)=l.
X2+ X+2

2.Fie f:R-{1 R, f(x)=
ie {1 - (X) )

i) Si se verifice cd f(X)=x+ 2+i1 , pentru orice x e R—{1}.
X_

A
ii) Pentru A> 2, sa se calculeze F(A) :I f(x)dx.
2
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F(A)

AZ

iil) Sa se calculeze !\im

—>0

II1. Geometrie

1. Fie ABC un triunghi si M e(BC). Bisectoarele unghiurilor
XAMB si <AMC intersecteaza laturile AB si AC Tn P si, respectiv Q. Sa
se arate cd PQ este paraleld cu BC daca si numai daca M este mijlocul
laturii BC.

2. Fie ABCD un tetraedru cu AC 1L BD. Printr-un punct
M e (AB) ducem un plan paralel cu AC si BD care intersecteaza BC in N,
CDiInPsi ADTn Q.

i) Sa se demonstreze ca MNPQ este dreptunghi.

il) Presupunand ca MNPQ este patrat, sa se determine latura sa in
functie de lungimile laturilor lui ABCD.

IV. Informatica
1. Se considera numarul natural n>1 si  tabloul

p=(P,P,....P,), cu elemente din {L2...n}. Si se scrie

proceduri/functii care sd afiseze :
i) Valoarea 0 sau 1 dupa cum p este sau nu o permutare a mulimii

{12,...n}.

ii) Numarul de perechi (i, j) care verifica 1<i< j<n si p,>p;.

2. Se cunosc numarul natural n>1, coeficientii reali ai
polinomului P=a,+a,X +...+a,X ", precum si numarul real b. Sa se
scrie proceduri/functii care sa afiseze :

i) Valorile P(-1) si P(1).

il) Valoarea 1 sau valoarea 0, dupa cum P se divide sau nu prin
X —b.

Cel putin una dintre proceduri / functii va fi scrisa in Pascal, C sau
C++, iar celelalte Tn pseudocod.
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SOLUTII

FACULTATEA DE MATEMATICA SIVINFORMATICA 5
DOMENIUL DE LICENTA MATEMATICA
SESIUNEA IULIE 2006

L
1.
i) Deoarece

X*=2X 3+ X 2 +nX + p=(X2+1) (X *=2X)+(n+2)X +p,
deducem, conform teoremei impartirii cu rest, ca X > +1 divide
X*=2X3+ X2 4+nX +p,
dacd si numai dacd polinomul (n + 2) X +p, care reprezintd restul
Tmpartirii polinomului X *—2X 3+ X ?+nX +p la X ?+1, este 0.
Prin urmare, X *—2X°*+X *+nX +p se divide cu X ?+1 daci
si numai daca

si
i) Asadar :

Avand in vedere ca :

1+2+...+n=

sica:
124024 +n2=n(n+1)(2n+1)
LY 6 k)

deducem ca :

g(1)+9g(2)+...+9(n)= n(n+1)(2n+1)

6

-n(n+1),

n(n+1)(2n-5)
6

g(1)+9g(2)+...+9(n)=
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pentru orice neN".
2.
1) Deoarece, pentru orice a,b,c,a,,b,,c, €Z, avem:

1 a b)(1 a, b, 1 a+a, b,+b+ac,
0 1 c|-|]0 1 ¢c,|=|0 1 c+cC,
0 01){0 0 1 0 0 1

deducem ca inmultirea matricelor este o lege de compozitie pe G.

Este binecunoscut faptul cd inmultirea matricelor cu elemente
numere intregi este asociativa.

Elementul neutru pentru inmultirea matricelor din G este :

1 00
I,=/0 1 0|eG.
0 01
1 ab
Se poate verifica imediat ca inversa matricei |0 1 ¢ |eG, in
0 01

raport cu  inmulfirea  matricelor  din G, este matricea
1 -a -b+ac
0 1 —C eG.

0 0 1
ii) Deoarece :
1 1 1Y)/1 1 1 4
11-(0 =0 1

0 1)10 1 0 1

Sl :
1 1 1)(1 1 1 3
0 1 20 1 1|=|0 1 3],
00 100 0 1

rezultd ca afirmatia : pentru orice a,b,c,a,,b,,c, €Z, avem
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1 a b)(1 a, b, 1 a, b;)(1 a b
01 c(0O 1 ¢,;|={0 1 ¢c,|/|0 1 ¢c
0 01){0 0 1 0 0 0 01

este falsa, deci G nu este grup comutativ.

1I.
1. Deoarece :
avn a
Jn+(Jira-n)-
\/n+a+«/_
142
n
Si:
. a a
im—p—=3
1+ 142
n
deducem ca :
Iim\/ﬁ(\/n+a—\/ﬁ):%.
Prin urmare

Iim\/ﬁ(«/n+a—\/ﬁ):1

daca si numai daca a=2.

2.

i) Un calcul simplu ne asigurd ca relatia f(x):X+2+i1,
pentru orice x € R—{1}, este valida.

i) Avem

A2
F(A) j x) dx = j(x+2+—j dx=—-+2A-6+4In(A-1)

pentru orice A> 2.
iii) Deoarece, pentru orice A> 2,

L'ZA\)=E+£_£2+4M
A 2 A A A
si
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A 2 2
rezulta ca
F(A
lim (2 ) -1
A—0 A 2
1L
1. In conformitate cu teorema bisectoarei, avem relatiile
BM _BP *)
AM AP
si
M_cQ
AM  AQ
Prin urmare, folosind reciproca teoremei lui Thales, avem :
PQIIBC & 2 59 o BM = Mc,
AP AQ

unde pentru ultima echivalenta am folosit relatiile (*) si (**).
Asadar, PQ este paralela cu BC dacd si numai dacd M este
mijlocul laturii BC.
2.
i) Fie a planul MNPQ.
Deoarece AC || a, deducem ca :
MN || QP || AC,
si deoarece BD ||« , obtinem ca :
MQI|INP| BD.
Prin urmare MNPQ este paralelogram.
Cum AC 1 BD, avand in vedere cele anterioare, tragem concluzia
ca MNPQ este dreptunghi.
i) Fie | latura patratului MNPQ.
Atunci, conform teoremei lui Thales, deoarece MQ || BD, avem :

MQ _ AQ
BD AD’
1.e.
| AQ
BD AD
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Un argument similar ne conduce la :

QP QD

AC AD'
adica la :

I QD

AC AD’

Prin adunarea relatiilor (*) si (**), obtinem :

|( 1, 1 ]_AQ+QD_1

AC BD) AD AD
de unde
|- AC-BD
AC+BD
IV.
1

i) Au fost acceptate atat solutiile care folosesc un tablou
suplimentar, cat si cele care nu folosesc un tablou suplimentar.

Dacad nu folosim un tablou suplimentar, putem mai intdi ordona
crescator elementele lui p, iar apoi verificdm ca ele sunt in ordine

1,2,...,n. Timpul de executare este de ordinul O(nlogn).

Un timp mai bun, si anume liniar, se obtine dacad folosim un tablou
suplimentar X=(X1,X2,...,Xn) ale carui elemente sunt initializate cu 0.

Apoi pentru fiecare i€{12,...,n}, punem X p; =1. Ramane de verificat

daca toate elementele lui x au acum valoarea 1.

ii) Numarul de perechi np cu proprietatea din enunt se obtine foarte
simplu astfel :
np <0
fori=1, n-1

for j=i+1,n

if pi> pj then np <—np+1

2.

i) Valorile a= P(—l) si f= P(l) se pot obtine
simplu astfel a<«0; 8« 0;s« 1
for i=0,n

a<a+s-a; < f+a;;sS<-s.
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ii) Tinem cont de faptul ca P se divide prin X —b daca si numai
daca P(b)=0. Pentru calculul lui pb=P(b) folosim schema lui Horner :
pb«a,
fori=n-10,-1
pb < pb-b+a;
if pb=0 then tipareste 1
else tipareste 0
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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
CONCURS DE ADMITERE
DOMENIUL DE LICENTA INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2006

I. Algebra
1. Fie polinomul f =X *+mX ?+X +1eC[X].
relatiile :
X4+X3+X3=-1si X] +X; +X; =4m-1.
i) Pentru m determinat la punctul i), sa se afle radacinile
polinomului.

2. Fie matricea A=

= O O

0
0
0

o O +— O
(@)
O O -

1

i) Si se calculeze A", unde neN".
ii) Sa se arate ca A este inversabila si sa se calculeze inversa sa.

iii) Si se arate cd multimea G:{A, A2,A3,A4}, impreund cu

o

operatia de inmultire a matricelor este un grup izomorf cu (Z,,+).

II. Analiza matematica
1.

Sa se calculeze limx(z—2arctg x).

X—>»00
1 n

2. Fie neN". Si se calculeze I )2(
0

dx .
X +1
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IIL. Geometrie
1. Intr-un plan raportat la un sistem de coordonate carteziene, se

considera punctele A(1,0) si B(2,1). Sa se determine punctele C din plan
cu proprietatea ca triunghiul ABC este echilateral.

2. Sa se demonstreze ca dintre toate triunghiurile incluse in
mulfimea formata dintr-un cerc dat, impreund cu interiorul sau, cele de
arie maxima sunt cele Inscrise si echilaterale.

IV. Informatica
1. Se cunosc numdarul natural n>1 si doua tablouri

X =(XyXp0eo0X,y) si Y =(Y Y, Y, ) cu elemente cifre in baza 10.
Spunem ci X <Y dacd x; <y, pentru orice ie{1,2,...,n}. Sa se scrie
proceduri/functii care sa afiseze :

i) Valoarea 1 sau 0, dupda cum X <Y sau nu.

ii) Toate tablourile Z cu elemente cifre in baza 10 astfel incat
X <Z <Y, precum si numarul lor, in ipoteza ca X <Y .

2. Sirul lui Fibonacci este definit prin x,=x,=1 si
X, =X, ,+X,_,, pentru orice k > 2. Se considera date un numar natural p
si numerele naturale a,,a,,...,a, (n € N*).

Sa se scrie proceduri/functii care sa afiseze :

i) 1 sau O, dupa cum p este sau nu termen al sirului lui Fibonacci.

if) 1 sau 0, dupa cum a,,a,,...,a, sunt, intr-o ordine convenabila,
termeni consecutivi ai sirului lui Fibonacci.

La fiecare problema, cel putin una dintre proceduri / functii va fi
scrisa in Pascal, C sau C++, iar celelalte Tn pseudocod.
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FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

si

DOMENIUL DE LICENTA INFORMATICA
SESIUNEA IULIE 2006

I.
1.
1) Conform relatiilor lui Viéte avem :
X;+X, +X=—M s X, X, +X; X5+ X,X;=1.
Prin urmare :
2
XP+X5+X5 =(Xg+X,+X5) " =2(X X, + X, X5 +X,X5)=m? =2,
Asadar, cu notatia S, =X, +X5 +X4,unde ke N, avem :
S,=-m

S,=m?-2.

Deoarece x,, X, st X, sunt radacinile polinomului

f =X ®+mX 2+ X +1, putem scrie :

X2 +mx7+x,+1=0 (1)
XS +mx5+x,+1=0 )
X3 +mx2+x,+1=0, (3)

de unde, prin adunarea acestor relatii, obtinem :

S;,+mS,+S,+3=0 *)
Inmultind (1) cu x,, (2) cu X, si (3) cu x,, avem
X;+mx2+x/+x,=0
X5 +mxS+x2+x,=0

4 3 2 .
Xz +MX;+X;+X,;=0,

de unde, prin adunarea acestor relatii, obtinem :

S,+mS,+S,+S,=0. (**)
Pe de o parte, asa cum am vazut mai sus :
S,=-m
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si
S,=m?*-2.
Pe de alta parte, conform ipotezei :
S;=-1
si
S,=4m-1.
Prin urmare, relatiile (*) si (**) devin :
(m-1)*(m+2)=0
si respectiv
(m-1)(m+3)=0,
de unde
m=1.

if) Pentru m =1 polinomul considerat este :
f=X>+X2+X+1,
i.e.
f=(X2+1)(X +1),
deci radacinile sale sunt -1, i gi —I.

2.
i) Un calcul simplu arata ca :
0010
AZ - {O 0 01
1000
0100
0100
IXE {0 010
0001
1000

si
At=1,.
Atunci pentru orice ne N, avem :
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4n
A =1,

A4n+1:A,

A4n+2 :AZ
Si:

A4n+3 :A3.

ii) Relatia A®=1,, scrisi sub forma A-A°=A°.A=1,, ne
asigurd ci A este inversabilisica A=A,
iii) Se constata cu usurintd ca operatia de inmultire a matricelor

este o lege de compozitie pe G.
Este binecunoscut faptul ca inmultirea matricelor este asociativa.

Se verificd imediat ci A*=1,eG este element neutru pentru

inmultirea matricelor din G.
Sa observam ca orice element din G are invers fatd de inmultirea

matricelor, anume A are drept invers pe A%, A? are drept invers pe A?,
A® are drept invers pe Asi A* =1, aredreptinverspe A*=1,.
Asadar G impreuna cu operatia de inmultire a matricelor este un

grup.
Se verifica imediat ca functia f:G —>Z,, datd de f(A4)=6,

f(A)=1, f(A?)=2si f(A®)=3, este un izomorfism intre grupurile
(G,-) si (Z ,,+).

I1.
1. Deoarece x (7 —2arctgx) = w ’
X
;o 1
i i — 2arctgx Y 2
I|m1:I|m(7r—2arctgx)=0, (= ,9) _ 1?( _, X 2
X—>0 ¥ X—>00 l _72 1+X
X X

si
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avand n vedere regula lui /’Héspital, deducem ca :
lim x (7 — 2arctgx) =2.

n—oo

1
2.Fie I, :j 21 dx =2 . Pentru orice n e N, pentru simplitate,
o X°+1 4
1 n
vom folosi notatia In:J‘ — dx.
o X +1
Atunci :
1 1
X 1y 2x 1 1
|, = dx == dx==In(x?+1)[z==In2
' !x2+1 2£x2+1 2 (x*+1)fo 2
si:
1 X2 1 1 T
1, == dx:j(l— . jdx:l——.
o X +1 5 X“+1 4
Pentru neN, n>3,avem:
(XX ") = (X" x ) (XX -
I"=-([ x%+1 ax,
de unde :

a)cazul n=2k,unde keN, k=>2

i 2k-2 2k-4 2k-6 k-1 (_1) k
In:IZK:J‘ XA T e x T+ (-1) T+ 1 dx =
0

1 1 1 k11

= - + +...+(-1)
2k-1 2k-3 2k-5 1

b) cazul n=2k+1,unde keN, k=>1

1

| =1 _ 2k-1 _, 2k-3 25, 1(1 k-1 _1k X jd _
o=l }[(x XHTExH T4+ (-1) T x+( )x2+1 X

o1t iy e
2k 2k-2 2k-4 2 2
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1.
1. Fie C(X, y). Conditia ca triunghiul ABC sa fie echilateral se

exprimad prin egalitatea AB=BC=AC, adica 2:(x—1)2+(y—0)2:
:(X—2)2+(y—1)2. Ultima egalitate implica x+y=2, de unde
2=(x-1)"+(2-x)", adica :

2x° -6x+3=0.

+ —
Prin urmare, x = % , de unde y = 1+2\/§.
Asadar, punctele cautate  sunt { 3 +2J§ , %J si

3-J3 1+3
2 2 )

2. Daca A, B si C se gasesc in interiorul cercului considerat, sa
consideram A" si C' intersectiile semidreptelor (BA si (BC cu cercul.
Atunci A jge < Apper

Dacd B' este intersectia lui C'B cu cercul dat, atunci
Anse < Apgc -

Prin urmare, dintre toate triunghiurile incluse in multimea formata
dintr-un cerc dat, impreuna cu interiorul sau, cele de arie maxima se
gdsesc printre cele inscrise.

Sa consideram atunci un triunghi ABC 1inscris intr-un cerc dat de
centru O si raza R.

AB-dist(C, AB)

2
unde C" este intersectia diametrului perpendicular pe AB cu arcul mare

AB.

Deoarece A g = , deducem cd A, gc < Apger,

Prin urmare, dintre toate triunghiurile incluse in multimea formata
dintr-un cerc dat, impreuna cu interiorul sau, cele de arie maxima se
gasesc printre cele inscrise care sunt isoscele si al caror varf din care
pleaca cele doua laturi egale se gaseste pe arcul mare de cerc determinat
de celelalte doua varfuri.
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Sa considerdm atunci un triunghi isoscel ABC (AC =CB) Tnscris
intr-un cerc dat centru O si raza R, pentru care C se afla pe arcul mare

p—

AB.

Fie « E(O,ﬂ') masura arcului mic /AE si £ masura arcelor mici
AC si BC.
Cum a+28=2x, deducem c¢i f e (% , n) , deci cos 8 €(~1,0).

Sa observam ca :
2

Ase = Aoxs T Acsc + Aoac =R7(25inﬂ+sin a)=

R? R?
:7(25inﬁ—sin 2/3) :7(23in,8—23in Bcos f3)
=R?*sin B(1-cos B)=R"? (1—cos,8)«/1—cos 2p.

Ca atare, cu notatia X=c0S/f, suntem condusi la studiul
maximului functiei f : (—1, O) >R, f (X) =+1-x2 (1— X) )

2
Un calcul simplu aratd ci f'(x)zzx—Xl, deci f'(x)>0,

J1-x?2

pentru XE(—L—%] si f'(x)<0, pentru XE[—%, j

. . 1| . .
Prin urmare f este crescatoare pe (—1,—5} si descrescatoare pe
1 ) ) .. . 1
—E,O , deci maximul functiei f se atinge pentru X:_E' ceea ce

: 2 . . . .
corespunde lui ,B=?ﬂ, adicd cazului in care triunghiul ABC este

echilateral.

In concluzie, am aritat ci dintre toate triunghiurile incluse in
multimea formata dintr-un cerc dat, impreund cu interiorul sdu, cele de
arie maxima sunt cele Tnscrise si echilaterale.
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IV.
1.
1) Sa observam mai intéi ca relatia de ordine < este doar partial

definitd : de exemplu, pentru X =(1, 2) siY :(2,1) nu avem nici X <Y
sinici Y < X.
Functia urmatoare intoarce -1, 0 sau 1, dupa cum X<y (adica
X<y si X#Y), X=Y saunu este adevaratca X<V :
function f(x,y)
Ve0i<«1
while v<1&i<n
if x; =y,
then i «<i+1
elseif x, <y,
then V<« -1 i« i+1
else v<«1
return v

end
Este acum suficient sa executam instructiunea :

if f(X,y)<1 then tipareste 1

else tipareste 0
il) Urmatoarea functie inlocuieste pe z cu succesorul sau, in situatia
incare z<y :

function succ(x,y,z)
<N
while z, =y,
Z, <X l«i-1
Z,<2;+1; returnz

end
Folosind aceasta functie, putem proceda astfel :
nr<«0;z < x

if f (z,y) <1 then tipareste X ; nr <~ nr+1
while f(z,y)=-1

Z < succ(x,y,z); tipareste z; nr <—nr+1
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tipareste nr

2.

1) In variabilele x si y vom memora doi termeni succesivi ai girului
lui Fibonacci si le vom actualiza cat timp y < p. Ramane de verificat daca
y=p:

if p=0 then tipareste 1 ; stop

X0, y«1

while y<p

I Y, Y X+Y, X2

if y=p then tipareste 1

_ else tipareste 0

i) Incepem prin a ordona crescitor numerele naturale
a,,a,,...,a,. Verificdm apoi, ca mai sus, dacd a, este termen in sirul lui
Fibonacci ; Tn caz afirmativ, verificam daca a,,...,a, sunt termenii care i
succed lui a, in sirul lui Fibonacci. Pentru simplificare, vom considera ca
a, >1.

X<0;y<«1

while y<a,

I VY, Yy X+Y; X2

if y#a, then tipareste O ; stop

R

while i <n& x+y=a,

Z< Y, Yy X+Y; X< Z i< i+1

if i =n+1 then tipareste 1

else tipareste 0
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o CONCURSUL DE ADMITERE iN
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI

prezentare de Horia Georgescu si Radu Miculescu

DOMENIUL DE LICENTA MATEMATICA
22 iulie 2007

Enunturi

I. 1. Fie polinomul cu coeficienti reali
f=X*-4X+aX?+bX +c.

a) S3 se determine a, b si c astfel incat restul impértirii lui f la X -1

si fie —2, iar polinomul f si aib3 radicina 1+ 4. b
b) Pentru valorlle lui a, b gi c dela punctul a:),,nsa;:me: aﬁe ré,dé,cmxle

polinomului.

2. Fie multimea

1 n
G’={(0 l)nEZ}.
Si se arate ci:

a) G impreuni cu inmultirea matricelor este grup comutativ.
b) Grupul aditiv (Z,+) este izomorf cu grupul G de la punctul a).
II. 1. Fie a si b dou# numere reale. Se definesgte functia f : R — R

prin:
ar3+b, daciz<0
fo)={ 2E222 dacaz=0

bz+a—-1, daciz>0.

a) S# se arate ci f este continui daci si numai daci b=a — 1.

b) Si se arate ci f este derivabild daci si numai daci a =1i b= 0.

2. Se consider3 functiile u : [-1,1] = R, datd prin u(z) =z —z + 1 i
v:[-1,1] = R, dati prin v(z) = 1.

Se definegte functia f : [~1,1] — R, dati prin

f(z) = max{u(z), v(z)}.

a) S3 se arate ci f este continui.
1
b) Si se calculeze / f(z)dz.

ITI. 1. Doud cercuri C(O;,7;) si C(O3,72) sunt tangente exterior. Si
se determine lungimea tangentelor exterioare.

2. Fie ABCD un pitrat circumscris unui cerc de razi 1. Si se arate
c3, pentru orice punct P, situat pe cerc, are loc relatia

PA%. PC? + PB%.PD? = 10.

IV. 1. Fiecdrui numir natural strict pozitiv k ii asociem valoarea \
impar(k) ce reprezinti cel mai mare divizor impar al lui k. Pentru numerele
naturale strict pozitive a3, ag, ..., a, date, se cere si se tipdreasci:

a) valoarea impar(a;).

b) valoarea 1, respectiv 0, dupd cum numerele impar(a;), impar(az2),

.., impar(ay,) sunt sau nu in ordine crescitoare. :
_c) numerele a1, ag, ..., a, in ordinea crescitoare a valorilor atagate lor
prin functia fmpar.

2. Se dau n puncte in plan prin coordonatele lor reale (z;,¥i),
i=1,2,..,n. Se cere si se tipireasci:

' -a) raza minimi a discului centrat in (z;, y1) care conglne toate celelalte

— 1 puncte.
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* b) coordonatele centrului si raza discului de razi minim3 centrat intr-
wnul din puncte i care le contine pe toate celelalte.
£ Pentru cel putin unul dintre subpuncte se va scrie codul in Pascal, C sau
€4+, pentru celelalte fiind suficient ca solutia si fie redactati in pseudocod.

Solutii
ﬁ* I 1. a) Deoarece restul 1mp5.r1;1ru lui f la X'~ 1 este -2, conform
taoremel lui Bezout, avem f(1) = —2, deci:

a+b+e=1 . . (1)

Deoarece polinomul considerat are coeficientii reali gi are radéicina 1+1,
el admite si ridicina 1—34. Prin urmare se divide cu (X —=(1+44))(X —(1-1)) =
= X%+ 2X + 2, deci restul impartirii lui f la X2 — 2X + 2, adici
(2¢ + b — 8)X — 2a + c + 12, trebuie si fie 0. Agadar:

20+b-8=0 N )

si o
- —2a+c+12=0. (3)
. Sistemul dat de relatiile (1), (2) si (3), ne furnizeazs solutia a = 5,
b= —2gic=~2. :

b) Deoarece catul impirtirii lui f la X2 —2X +2 este X2 —2X +a—6,
adicd X2 -2Xx - 1 deducem cd radicinile polmomulu1 fsunt 144, 1—14,
% \7%'? SV A

2)a ?,) Penxru once n € Z, considerim :
| s . 1 n

(1)

S& observdm ci My, - My, = My 4w, pentru orice m,n € Z.

Prin urmare, mmult_;lrea, matricelor din G este lege de compozn;le in-
ternd,:: - e 1 ‘ : :

e Este blnecunoscut faptul cé inmultirea matncelor este asociativa.

Deoarece . .

M - My = My - M, = M,

péntru“’&‘ice neEz, deducem cﬁ My este element neutru pentru 1nmul§1rea
matricelor din G.
Avand‘tn’ Vedere c&

S bonie Mn M_n =t M—n M 'M'O" -
G R0 At T
pentry orice 1 €, &, dgduc,'en} A orice elemﬁnt dm ﬁm‘ Hidline
nmultirea matnceio G

intrucat
M M m — M M M n+4m)

pentru orice n,m € Z, deducem c& mmult;xrea matricelor din G este comuta-
tiva.

Asadar G impreund cu‘inmultirea matricelor este grup comutativ.

.b) Fie f : Z —» G dati de: ‘
f(n) = My,

pentru orice n € Z.

Cum, pentru orice n,m € Z, f (n) f(m) implicd M;, = M,,, de unde
m = n, deducem ci f este injectiva. |

Intrucat f(Z) = G, deducem ci f este surjectiva.

Asadar f este bijectivd. ()

Pentru ci: ¥ o
M, - My, = Mn+m’
adica: A
f(n)- f(m) = f(n+m),
pentru qnce n, m € Z, tragem concluzia ci f este morfism de grupuri. (x)

Prin urmare, din (%) si (*+), deducem c# f este izomorfism de grupuri,
deci ca grupul aditiv (Z, +) este izomorf cu grupul G de la punctul a).

II. 1. a) Este clar ci(fﬁncgla f este continui in orice x # 0.

Studiem continuitatea in 0.

Pentru b = a — 1, vom ar#ta ci f este continud in 0.

In acest caz avem:

az® +a-1, daci z<0
f(z)= a-—1, daci z=0
(@a-1)z+a-—-1, dacd z >0,

de unde rezulta: -
lim f(z) =a limf(z) = £(0)
deci f este continud in 0.

Dacs f este continud in 0, ardtdm ci b=a — 1.
Intr-adevir, in acest caz:

lif(@) =, | lmf(s) =a-1

s b 1
a+
| Q) =—7—
deci trebuie s avem: '+ - S o
i b=a—=1. | ‘
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b) Este clar ci functia f este derivabils in orice z # 0.
“ Studiem derivabilitatea in 0.
" Dacia=1sib=0, aritim ci f este derivabils.

" in acest caz:
: z3, daci z<0
flz)=¢ 0, daci z=0

0, daci =z>0.
Conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, deoarece exista:

. ! - . 2 —
" alcl% fl(z) = 51}1‘1)3:1: =0
gi

. , — . —_—

Jim f (2) = lim0 =0,

deducem ci:

£5(0) = £4(0) =0,
deci f este derivabili in O gi:

)=

~ Reciproc, dacs f este derivabild in 0, arit¥m cia =1si b=0.

" Intr-adevir, in acest caz, functia f fiind continud in 0, avem b=a — 1,

az®+a—1, daciz<0
f(=z) a-1, daciz =0
(a—1)z+a-1, daciz>0.
Intrucat exista: _
. 1] 1 2 _
alcx}%f (z) = i‘}%“m =0
si

. ’] — 1 - _ _
limf'(z) = lim(a ~1) =a -1,

conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, avem:

f5(0) =
si
'(0) =a—1,
deci fi{0) =
a-—-1=0.

Asadara =135i b= 0.
2. Un calcul simplu arats ci:

_ [ z?-z+1, z€[-1,0]
f(“f) = { 1, sz (0,1].

a) Este clar ci functia f este continud in orice = # 0.
Deoarece li}% f(z) = h'g%) f(z) =1 = f(0), deducem c& f este continud
x z

giin 0.
b) Avem:

]f(w)dx = 7f(w)dz + ]f(x)da: _
/| J, /

0 1 B g2 0 .
=/(x2—z+1)dm+/1dx= ———+=z +z| =
: 3 2 -1 0
-1 0
1 1 1 1 17
—{-z-z-1 =< 2=
0 ( 372 ))+ 3T te=%

III. 1. Fie Ty\Ts, unde Ty € C(O1,7m1) §i T € C(O2,72), 0 tangentd
exterioara.

Putem presupune, fir3 a stirbi generalitatea, ci r; < ra.

Fie M pe segmentul 0T, astfel incat O1 M LOT5.

Atunci, deoarece OoM =rp —11, 0102 =11+ 72, conform teoremei lui

Pitagora, aplicatd in triunghiul dreptunghic 01 MO,, deducem ci:

oM = \/(1"1 +19)2 — (re — )= 2\/1W.

Dar, pentru ci 1Ty = O1M, deducem c¥ lungimea tangentelor exteri-
oare este 2,/7172.

2. Vom considera un sistem rectangular de axe Oy astfel incit O este
centrul cercului, Oz este paraleld cu una dintre laturile patratului, iar Oy este
paraleld cu una dintre laturile patratului care este perpendiculard pe latura
patratului consideratd anteriér.

Atunci putem considera ci A(-1,1), B(1,1), C(1,-1) si D(-1,-1).

Dacs P(z,y) este un punct arbitrar pe cerc, atunci:

z? + y2 =1,

A2=(z+1)2+(y —1)2—x +42+14+1+2z-y)=3+2(z—y)
PB2=(z-1)2+(y-1)2=3-2(z+y),
PC?=(z—-12+(y+1)?=3-2(z—y)

si
D2=(z+1)2+(y+1)2=3+2(z+y),
deci
PA*. PC? + PB?- PD? =

=B+2@-y)]-B-2@-y]+B-2+y)]-B+2+v)] =
= [9-4(z~y)*]+H[9—-4(z+)?] = [9-4(z® +y°) +8zy]+[9 - 4(= 24y?)—8ay] =
=5+ 8zy +5 — 8zy =10.



IV.1.
;. a) Functia impar are forma:
' function impar(k)
while (k%2 = 0) k + k/2
return k
b) Copiem intr-un tablou b valorile atagate elementelor a;, i = 1,...,n
prin functia impar gi verificdim daci elementele lui b sunt in ordine cresca-
toare:
fori=1,n
b; « impar(a;)
v+ 1; poz < 1;
while v =1 and poz < n
s if bpoz > bpoz+1 then v =10
B else poz + +
write (v)
..+ €) Ordondm crescitor elementele lui b folosind un algoritm bazat pe
1ntersch1mb5.r1 la fiecare interschimbare a doud elemente din b efectuand si
interschimbarea elementelor corespunzitoare din a. Elementele lui a apar
a.cum in ordinea dorita.
" "9 "Vom folosi urm#toarea functie ce determini distanta a doud puncte
dmt:re cele date, identificate prin numirul lor de ordine:
et v functzo'n dist(i, 5)
f o B4 T Ty b+ Yi—Yj
 return sqrt(a*a+bxb)
"+ a) Raza ciutati este r = maz{dist(1,1)]i = 2 ,n}:
r + dist(1,2)
fori=3,n
if dist(1,%) > r then r + dist(1, %)
b) Raza ciutati este rmin = min{r;li = 1,...,n} , unde
ri = maz{dist(i,j)|j = 1,...,n, j #1i},
iar 77 este indicele pentru care este realizat minimul:
it 1;rmin «r  // valoarea r de la punctul a)
fori=2,n
r+ dist(i — 1,i) + 1
‘ forj=1,n
if  # 1 and dist(s,j) > r
then r « dist(i, )
if rmin > r then rmin « r

DOMENIUL DE LICENTA INFORMATICA
23 iulie 2007

Enunturi

I. 1. Fie ecuatia z° — 2 + 5z + 2 = 0, cu radicinile z1, =5 si 3.
S4 se calculeze: A
22 32 a?
a) 3 + z% + =% si =} + 25 + 25, b) determinantul | T2 T3 3
' I3 Tp T
2. Fie multimea:
a b
s-{( 5 2)
S se arate ci:
a) G impreund cu inmultirea matricelor este grup comutativ.

b)dacaa,beQ,baé—-1§iA=(_ab Z),atunciAEGdacigi

a,be Q, a2+bz=1}.

1—12

A sib=
1+r2 8T T2
¢) Grupul G are o infinitate de elemente.
II. 1. Pentru a > Q, considerim sgirul (z,)n>1 descris astfel: 1 = a si

numai daci existd r € Q astfel incit a =

2
Tntl = Ty + Ty,

pentru orice n > 1.
a) S4 se arate ci sirul (z,)n>1 este crescitor.
b) S& se arate cd lim x, = oo.
n—0o0

1 1 1
c) S4 se arate ci, pentru orice k > 1, T~ T
k ko Tkl

d) S4 se calculeze hm Z

+.’Bk

T
2. a) Si se arate cé, pentru orice = € [O, 5], avem:

1 <sinz +cosz < V2.

N | . n
b) Si se calculeze nli)ngo o / (sinz + cos z)"dz.

0
IIL 1. Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-in cerc. Si se arate
ci, pentru orice M € BC, avem:

MA=MB+ MC.



2. Fie ABCD un pitrat de laturi 2. S se determine punctele P din
interiorul sau de pe laturile pitratului, cu proprietatea cd suma:

PA? + PB? + PC? + PD?

este maxim3 gi, respectiv, minim¥.
..~ IV. 1. Se considers segmentele inchise [ai,bi], 1 =1,2,...,n, cu extrem-
;baple numere intregi.
. a) Si se tipireasci valoarea 1, respectiv 0, dupid cum intersectia
[a1,b1] N [az, by] este sau nu vida.

b) Si se tipireascd valoarea 1, respectiv 0, dupd cum intersectia celor
n segmente este sau nu vida.

c) In ipoteza ci intersectia segmentelor este nevidi, si se tlpii.reascé,
extremititile segmentului ce constituie reuniunea celor n segmente.

2. Un arbore cu varfurile etichetate cu 1,2, ..., n este bine determinat de
tabloul tata cu n elemente, unde tata (¢) reprezint3 varful care are printre des-
cendent;i varful i sau este 0 dac ¢ este riddcina arborelui. Se cer urmétoarele:

a) Fiind dat un tablou tata asociat unui arbore, s3 se determine frunzele
arborelui; pentru fiecare frunza, si se determine drumul de la ea la rddicind
gi*diumul de la ridXcini la ea.

b) Pentru un tablou dat tats ale cirui elemente apartin multimii
{0,1,...,n}, si se determine daci existd un arbore al cirui tablou asociat
este tocmai tata.

Pentru cel putin unul dintre subpuncte se va scrie codul in Pascal, C sau
C-++, pentru celelalte fiind suficient ca solutia si fie redactaté in pseudocod.

Solutii

I. 1. a) Conform relatiilor lui Viéte, avem:

Ti+Zo+z3=1, ZiTo+T1T3+T2T3=5 § ZT1T2T3= -2,
de unde
z? +:L'2 + :1:3 (z1 + T2 + 23)% — 2(T172 + Z1Z3 + Tox3) =1 -2-5= 9.
Cum:

=22 —-511 -2 a3=a5-52,—2 si z3=zf—523—2,

deducem ci:
o3 + 13 + 23 =22 + 22 + 23 — 5(z1 +:1:2+:1:3) 6=-9—-5-6=—20.
Pentru Cci:
z} = 2} — 522 — 2z), =4 =1z} —5x5 212 si x4 = z3 — 52§ —2z3,
deducem ci: : N
:1:1+a:2+:l:3——x1+:z:2+:c3 5(z? + 22 + 23) — 2(z1 + T2 + 23) =
—-20 -5- (+9) —2:1=r22+45=23.

b) Avem:

z? 22 22
1 T2 T3
Ty T3 T1 | = T172x3(T1 + 22+ 23) — (2T + 25+ 23) = (—-2)-1-23 = 25,

r3 T1 T2

a) Pentru a1, ag, b1, b2 € Q, astfel incat a? +b =1si a% +b3 =1, fie

al bl . a b2
Mo, o = ( —b a ) §i Moy, = ( __Zz a; )
Atunci:

a b ay b
Moy b, - May b, = ( -21 all ) ) ( —22 az ) =

_ ( aiaz — bbby aiby +ashy

=M, . _ :
—(a1bg + azb1) @102 — bibo ) a182—b1b2,a1b2+a2b1>

de unde, deoarece ajag — bibe,a1bs + azb; € Q si

(a102 — b1ba)? + (a1b2 + azb1)? = (af +b3) - (a} +83) =1,

concluziondm ci inmultirea matricelor din G este lege de compozitie interni.
Este binecunoscut faptul ci inmultirea matricelor este asociativi.
Deoarece M, - Mo = My M,p = M,p, pentru orice a,b € Q, astfel

incat a2+b% = 1, deducem ci M; o € G este element neutru pentru inmultirea

matricelor din G. : |
Deoarece pentru orice a,b € Q, astfel incat a? + b? = 1, avem:

Ma,b ' Ma,—b = Ma,—b : Ma,b = Ml,O;

deducem ci orice element din G are un invers relativ la inmultirea matricelor
din G.
Intrucat, pentru a3, az, b, b2 € Q, astfel incat a% +b‘f =1si a% +b§ =1,
avem:
Mo, by * May by = May by * Mo, p, = Malaz—bxbz,albz+a2bu

deducem cd inmultirea matricelor din G este comutativi.
Agadar G impreuni cu inmultirea matricelor este grup comutativ.
1—r2

. 2r
b) Este clar ci daci existd r € Q astfel incat a = 1372 sib= T3 72

atunci:
A=( . b)eG,
—b a



deoarece a,b € Q si

4r? + (1 - r2)? _r4+2r2+1 _

2 2
+6 = =
¢ 1 +7r2)2 A +r)2

~ Reciproc, daci a,b € Q, b # —1, au proprietatea ci a? + b* = 1, atunci
#xistd 0 € [0,7) U (m, 2], astfel inct @ = sin® gi b = cosd. ‘

Prin urmare: .
0 sin @

=tf—-= — » .
=15 1+ cos@ €Q
0 0
2tg~ 1-—tg?-
Formulele binecunoscute sinf = ———-2—0— gi cosf = —_—'% ne
1+tg2- 1+tg?—
X 2 2 2
r —
asnguraciia— T3 2 gi b g 2,underEQ
c) Deoarece pentru r1,rs € Q, r1,r2 > 1, functioneazi. 1mphca§1a
2 2
n T2 = ry=re,

1+r2 1412

deducem, pe baza punctului b), ci grupul G are o infinitate de elemente.
. ..IL 1. a) Deoarece 1 — Zy = z2 > 0, pentru orice n > 1, deducem
ck §1rul (a:n)n>1 este crescitor.
b) Prin urmare, existd hm 0 Zn € R U {00}

Daci presupunem ci le :1:,, € R, atunci, prin trecere la limit4 in relatia

: de recurent;i obtinem L = L2 + L, de unde L = 0, ceea ce contrazice faptul
cd z, > o1 = a > 0, pentru orice n > 1.
Agadar lim z, = 0.
n—o00
c) Avem:

1 1 _ T4l — Tk _ 1:% _ Tk Tk 1

Tk Tp4l TkTh41 . TkTkel Thyr Th(@p+1)  zp+ 10

pentru orice k > 1.
d) Deoarece, pentru orice n > 1, avem:

zn;l+zk_zn:(—__>=331—1_ :

=1 Tl+1

21
1+-’Bk

folosind b), deducem ci hm = ‘-11-.

E], sinz+cosz = v/2sin (:c + %)

2. a) Deoarece, pentru orice = € [0, >

siz+ % € [-},-125+ E],'deducem ci 1 < sinz + cosz < V2, pentru orice
T G.[O W]
? 2 .

~ Alternativ, consideram functia f : [0, g] — R, dati def(z) = sing +
+ cos z, pentru orice T € [0, er-]
Deoarece f (x) = cosz ~ sinz, pentru orice z € [0, g], deducem ci
f'(z) >0, pentruonce:z:e[ ]§1f( ) £ 0, pentru orice xe[‘” W] |

4’2
Prin urmare f este crescitoare pe [0, Z] si descrescdtoare pe {—

ra)
min{(0),f (5)} <s@ <1 ().

pentru orice x € [0 5] deci 1 < sinz + cos z < v/2, pentru orice = € [O 72r]
b) Folosind a), obtpnem

deci:

1
5 % -2—-/(smz +cosz)"dz < 2n (\/_)"
adica: .
r 1%z s
TS < 2—n{(smx+cosz)"d:z: <=7 PEISE

pentru orice n > 1.
Inegalitatea de mai sus, impreund cu faptul ca:

lim —— = lim —— =0
m ——— = 1l —g7= =
n—002n+l 0093+l ’

ne asigura, folosind lema cle§telui ca:

ﬂ—-)OO

lim ——/(sma: + cos z)"dz = 0.
II1. 1. Conform teoreme1 lui Ptolemeu avem:
MA-BC=MB-AC+ MC - AB,

de unde, deoarece AC = BC = AB, deducem ci MA=MB+ MC.

2. Vom considera un sistem rectangular de axe zOy astfel incat O
este centrul pitratului, Oz este paraleld cu una dintre laturile pitratului, iar
Oy este paraleld cu una dintre laturile pitratului care este perpendicularéd pe
latura ptratului considerati anterior. :



Atunci putem considera ci A(—1,1), B(1,1), €(1,-1) si D(-1,-1).
Daci P(z,y) este un punct din interiorul sau de pe laturile patratului,

atunci:
-1<z<1, -1<y<1,

,A (z+1)%+(y-1)2, PB?= (z-1)2+(y—1)?,  PC? = (z-1)2+(y+1)?
;5 PD? = (z + 1) + (y + 1)2, deci: '
[ PA? + PB? + PC? + PD? = 4(z? + > +2)..
Prin urmare:
8< PA%+ PB2v+ PC? 4+ PD? < 16,

gi valoarea minim3, anume 8, se atinge pentru £ = y = 0, adicd pentru P
gituat in centrul patratului, iar valoarea maxim#, anume 16, se atinge pentru

(:vgy—l) (x=y=-1),(x=1siy=-1)sau (z = —1siy = 1), adicd
péﬂtru ‘P situat in unul dintre véarfurile patratului.
IV. 1. a)

if by <agorby <ay
then write (1)
else write (0) \

b) Vom pleca cu segmentul [st,dr] = [a1,b1], pe care il vom intersecta
succesiv cu segmentele [a;,b;],i = 2,...,n, extremititile fiind in continuare
memorate in st gi dr. Dac3 la un moment dat intersectia devine vidé, se iese
din ciclu: '

st ay;dr+ b
fori=2,n
if dr < a; or b; < st
then write (1); exit
else if a; > st then st « q;
if b; > dr then dr « b;
write (0)

<) Intrucat intersectia segmentelor este nevids, reuniunea segmentelor

va fi un segment [st,dr] cu
st = min{a;)i = 1,...,n} si dr = maz{bili = 1,...,n}.

. 2. Preciziim mai inti ci o submultime M C {1,2,...,n} poate fi me-
morat3 prin intermediul ,vectorului caracteristic® ¢ cu n elemente in {0,1},
construit astfel:

g=1ieM.

a) In ipoteza ci tata este tabloul asociat unui arbore, frunzele sunt
acele elemente din {1,...,n} care nu apar in tata. Pentru un astfel de element,

cele dous drumuri ciutate pot fi construite cu procedurile recursive direct si
invers, ce realizeazi parcurgerea in ordine directd si in ordine inversi a unei
liste inldntuite:
procedure direct (%)
if ¢ =0 then
else write (i); direct (tata;)
procedure invers ()
if 2 = 0 then
else invers(tata;); write (%)
Cerintele punctului a) sunt realizate astfel:

fori=1,n
G +1
fori=1,n

if tata(i) > 0-then cyp4() + 0
// acum frunzele sunt acei 1 cu ¢; = 1
fori=1,n
ifegg=1
then write (1); direct (4); invers (1)
b) Acest subpunct este singurul cu un grad de dificultate mai ridicat.
Se incepe prin a verifica existenta unei unice valori 0 in tabloul tata.
In aceasty ipotezi, suntem in prezenta unui graf cu n — 1 muchii. Pentru
a stabili ci este vorba de un arbore, este suficient ca graful si fie conex,
ceea ce este echivalent cu conditia ca din orice varf si se poats ajunge in
radicind. Multimea M a varfurilor din care se poate ajunge in ridicini
poate fi construitd astfel:
M « {rad}
do
adaugat+false
for toti z € {1,2,...,n}
" iftata(z) €M
then M « MU {x} adaugat « true
while adaugat
if M = {1,...,n} then write (’Este arbore’)
else write (’Nu este arbore’)
Prezentdm functia corespunzétoare, scrisd in C++:
int verif(){
int nrzero =0, rad = 0,1, j;
int c[n + 1J;
for (i = 1;i <=n;i+ +)
if (tata[i] == 0) { nrzero+ +; rad = i; }
if ( nrzero! = 1) return 0;



for (=1;i<=n;i++) cli] =0; c[rad] = 1;
int adaugat;
do {
adaugat = 0;
for (i = 1;1 <=mn;i + +)
if ((c[i] == 0) && (c[tatali]] == 1)){
c[i] = 1; adaugat = 1;
}

} while (adaugat);
int nrelem = 0;
for (i = 1;i <=mn;i++)
if (c[z] == L)nrelem + +;
return nrelem == n;

}

Pro}'.univ.dr., Conf. univ.dr.,
Fac. de Matematici si Informatici Fac. de Matematica si Informaticﬁ
Universitatea Bucuregti Universitatea Bucuregti



Universitatea din Bucuresti, Facultatea de Matematica si Informatica
Concursul de admitere iulie 2008, Domeniul de licenta - Matematica

I. Algebra 1. Se da sistemul de ecuatii lineare

mr+y+z=1
rT+my+z=m
r+y+mz=m",

unde m este un parametru real.
a) Si se arate ci determinantul matricei sistemului este egal cu (m — 1)%(m + 2).
b) Sa se discute si sa se rezolve sistemul in functie de valorile lui m.

2. Definim pe R legea de compozitie * prin x *x y = xy — 2o — 2y + 6 pentru orice z,y € R.

Fie G = (2,00). Sa se arate ca:

a) r*y = (r —2)(y — 2) + 2 pentru orice z,y € R. Deduceti ca G este parte stabila in raport cu *.

b) (G, *) este grup comutativ.

c¢) Functia f : G — (0,00), f(z) = = — 2, este izomorfism intre grupul (G, %) si grupul multiplicativ ((0, c0), -).

1
II. Analiza 1. Fie sirul (z,), de numere reale z,, = 2+ (—1)"— n € Nx.
n

Sa se studieze:

a) monotonia girului (x,)n;

b) marginirea sirului (x,)n;

¢) convergenta sirului (z, ).

2. Se considera functia f : R — R,

) —x daca z <0
xTr) =
22 daci x>0

a) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
c¢) Sa se traseze graficul functiei f.

ITI. Geometrie 1. Fie ABC'D un paralelogram in care BD = AD. Fie M mijlocul laturii CD si E¥ un punct pe
dreapta BM, astfel incit BM = M E. Sa se arate ca:

a) BM L CD;

b) punctele A, D si E sunt colineare;

c) AD = DE.

2. Fie ABCD un patrat de latura 1.

a) Daca P este un punct interior patratului, sa se arate ca suma ariilor triunghiurilor PAB si PCD este
jumatate din aria patratului.

b) Sa se determine punctele O din interiorul patratului, cu proprietatea ca ariile triunghiurilor OAB, OBC,
OCD, ODA sunt proportionale cu numerele 1, 2, 4 gi 3 respectiv.

IV. Informatica Se da un vector de dimensiune n, n > 1 dat, cu valori nenegative, care se citesc de la tastatura.
Sa se scrie un program, intr-unul din limbajele de programare studiate in liceu (Pascal/C/C++), care listeaza
secventa de lungime maxima de elemente din vectorul dat ce se obtine conform algoritmului urmator de vizitare
a vectorului:

1. Se viziteaza primul element al vectorului.

2. Urmatorul element vizitat se obtine prin deplasarea spre dreapta cu un numar de pozitii nevizitate egal cu
valoarea ultimului element vizitat. Daca in deplasarea spre dreapta se atinge capatul vectorului, deplasarea
continua cu primul element nevizitat din stanga vectorului.

Se vor explica informal detaliile de implementare a algoritmului sub forma de program: variabile, structuri de
date, structuri iterative, instructiuni conditionale.

Timp de lucru - 3 ore.
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1.1 Algebra
1.1.1 Problema 1
Se da sistemul de ecuatii lineare

mr+y+z=1
r+my+z=m
r+y+mz=m?

unde m este un parametru real.
a) Sa se arate ca determinantul matricei sistemului este egal cu

(m —1)%(m +2).

b) Sa se discute gi sa se rezolve sistemul in functie de valorile lui m.

Indicatii si comentarit

a) Pentru a calcula determinantul matricei M a sistemului (care este un
determinant de ordinul trei), putem folosi regula triunghiului sau regula lui
Sarrus gi obtinem

det(M) =

— = S

1 1
m 1 |=m®—=3m+2.
1 m

Aceasta metoda are dezavantajul ca, dupa dezvoltarea determinantului, tre-
buie sa mai demonstram identitatea

m? —3m+2 = (m—1)*(m +2).

1



De aceea, este mai indicat sa folosim in calcul proprietati ale determinantilor.
De exemplu, adunand toate coloanele la prima coloana, apare factorul m + 2.
Putem folosi in continuare proprietatile determinantilor: de exemplu, scadem
prima coloana din celelalte doua, pentru a obtine mai multe zerouri, apoi
dezvoltam determinantul obtinut.

b) Discutia unui sistem de ecuatii lineare inseamna precizarea cazurilor in
care sistemul este compatibil. Pentru discutia unui sistem, se folosesc Teo-
rema Kronecker-Capelli (un sistem de ecuatii lineare este compatibil daca
si numai daca rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei ex-
tinse), sau Teorema lui Rouché (un sistem este compatibil daca gi numai daca
toti determinantii caracteristici sunt nuli). De aceea, discutia sistemului dat
porneste de la considerarea cazurilor: det(M) # 0, respectiv det(M) = 0.
Daca det(M) # 0, sistemul este compatibil determinat. Pentru rezolvarea
sistemului, se pot folosi diverse metode, ca de exemplu metoda reducerii,
metoda substitutiei, metoda lui Gauss: orice metoda de rezolvare se ia in
considerare la corectarea lucrarilor de examen. In cazul nostru, deoarece
coeficientii necunoscutelor sistemului contin si parametri, este mai indicat sa
folosim 1n rezolvare requla lui Cramer.

In cazul cand m = 1, sistemul devine

r+y+z=1
r+y+z=1
r+y+z=1

Am putea sa studiem compatibilitatea sistemului folosind teorema lui Rouché.
In cazul analizat de noi, putem ajunge mai usor la o concluzie, deoarece o
aceeasi ecuatie apare scrisa de trei ori. De aceea, sistemul dat este echivalent
cu sistemul cu o singura ecuatie i trei necunoscute, obtinut prin eliminarea
ecuatiilor care se repeta, adica

{z+y+2=1

Acest sistem este compatibil 2-nedeterminat, deoarece doua dintre necunos-
cute pot lua valori arbitrare, iar a treia este unic determinata de aceste valori.
Daca m = —2, sistemul devine:

20 +y+2=1
rT+2y+2=2
r+y+2z=4.



Pentru a arata ca acest sistem este incompatibil, putem proceda in mai
multe moduri: orice rezolvare corecta este punctata in examen. De exemplu,
adunand toate ecuatiile sistemului si impartind la 4, obtinem

fyte=1
x z=-.
Y 4
Scazand pe rand aceasta ecuatie din ecuatiile sistemului, obtinem
3 1 9
rT = —— = -, Z = —
4 Y y 47 47

numere care nu verifica, de exemplu, prima ecuatie a sistemului. O alta
posibilitate este folosirea teoremei lui Rouché. Metoda algoritmica (data de
teorema lui Rouché), este mai indicata intr-un examen, pentru ca nu se mai
pierde timp suplimentar cu cautarea unor argumente ad-hoc.

1.1.2 Problema 2

Definim pe R legea de compozitie x prin xxy = xy — 2x — 2y + 6 pentru orice
z,y € R. Fie G = (0,00). Sa se arate ca:

a) rxy = (r—2)(y — 2) + 2 pentru orice x,y € R. Deduceti ca G este
parte stabila in raport cu *.

b) (G,*) este grup comutativ.

c) Punctia f : G — (0,00), f(x) = x — 2, este izomorfism intre grupul
(G, *) si grupul multiplicativ ((0,00), -).

Indicatii si comentarii
a) Este mai comod sa pornim demonstratrea egalitatii din membrul drept:

(x—=2)y—2)+2=ay—2x—2y+4+2=0y—2x—2y+6=xx*y.

Pentru a arata ca GG este parte stabila fata de operatia *, trebuie sa ar-
gumentam ca, daca z,y € G, atunci z xy € G. Altfel spus, trebuie sa
demonstram implicatia:

T>2, Y>2=1x*y > 2,
sau, mai clar:

r>2, y>2= (x—2)(y—2)+2>2.

3



b) O multime G este grup comutativ fata de operatia algebrica * daca sunt
indeplinite cateva conditii: lege interna (pentru orice doua elemente z,y € G,
avem z x y € G); asociativitate (pentru orice trei elemente z,y, z € G, avem
(xxy)*z =xx(y*z)); comutativitate (pentru orice doua elemente x,y € G,
se verifica egalitatea x x y = y * x); element neutru (exista un element e € G
astfel ca, pentru orice element x € G sa fie verificate egalitatile: z xe = z
si e x x = x); elemente simetrizabile (pentru orice element x € G, sa putem
determina un element 2/ € G, care depinde de x, astfel ca z x 2/ = e si
' xx=e).

In cazul grupurilor comutative, unele dintre conditiile de mai sus se pot
simplifica. De exemplu, existenta elementului neutru poate fi rescrisa astfel:
exista un element e € G astfel ca, pentru orice element = € G sa fie verificata
egalitatea z x e = x.

Faptul ca * este lege interna pe GG a fost deja verificat, la punctul anterior
al problemei. Pentru a verifica celelalte conditii din definitie, este util sa
folosim descrierea mai simpla a operatiei %, sugerata la punctul a), adica
rxy=(r—2)(y—2)+2.

Atunci cand determinam elementul neutru al unui grup, este important sa
intelegem ca egalitatea din definitie trebuie sa aiba loc pentru orice element
din G. In cazul nostru, organizam calculele astfel:

Ve>2:(x—2)(e—2)+2=x
=>Ve>2:(z—-2)(e—2)—(z—2)=0
=Vr>2:(z—2)(e—3)=0

= e=3.

Dupa efectuarea acestor calcule, mai este necesar sa precizam daca e € G:
precizarea trebuie facuta chiar i atunci cand acest lucru este evident (aga
cum se intampla gi in cazul de fatd), deoarece unele operatii algebrice nu
au element neutru. De exemplu, daca consideram multimea G’ = (4;00),
operatia * ramane lege interna pe G’, dar ea nu are element neutru (in G').

Pentru a demonstra ca orice element din G este simetrizabil, folosim
elementul neutru determinat anterior si comutativitatea operatiei *. Fie
x € G un element arbitrar. Cautam 2z’ € G astfel ca x * 2’ = e; altfel spus,
trebuie sa demonstram ca ecuatia

(x —2)(2' —2)+2=3,



(in care necunoscuta este x’), are solutie in multimea (2;00), pentru orice
valoare a parametrului z din (2;00). Rezolvand ecuatia, obtinem

= 1 + 2:
=2 ’

solutia exista In multimea numerelor reale, deoarece x # 2. Mai avem de
aratat ca =’ > 2, ceea ce rezulta din faptul ca

> 2=

1 1
>0= 2> 2.
r—2 x—2+

c¢) Functia f defineste un izomorfism intre grupurile (G, *) si ((0, ), -), daca
f este functie bijectiva si daca

flxxy)=f(z)- fly),Vx,yed.

Prima proprietate se poate justifica aratand ca f este injectiva si surjectiva,
sau determinand inversa lui f: aceasta este functia f~!' : (0,00) — G,
descrisa prin f~1(t) = t + 2. Calculam:

flaxy)=f((z=2)(y=2)+2)=(z-2)(y —2) = f(z) - f(y).

Deci f este izomorfism de grupuri.

1.2 Analiza

1.2.1 Problema 1

Fie sirul (z,), de numere reale x, =2+ (—1)"+ n € N*. Sd se studieze:
a) monotonia sirului (x,),;
b) marginirea sirului (z,),;
c) convergenta sirului (Ty,),.

Indicativ si comentarii

a) De obicei, pentru a studia monotonia unui sir, determinam semnul diferentei
Tni1 — Tpn: daca aceasta diferenta evita unul dintre semnele + sau -, pentru
orice indice natural n, atunci girul dat este monoton. In cazul problemei date,



putem ajunge insa mai repede la un raspuns, determinand valorile primilor
trei termeni ai sirului:

xr1 = 1
T = 2,5
T3 = 1,666

Deoarece xy < x5 > x3, sirul dat nu este monoton.

b) Calculul primilor cativa termeni ai girului dat ne poate conduce la formu-
larea ipotezei: 1 < x, < 3, pentru orice n € N*. Chiar daca acest rezultat
este plauzibil, el trebuie totusi demonstrat. Ceea ce ”deranjeaza” in expresia
termenului general al girului este alternanta de semn data de factorul (—1)".
Putem scapa de aceasta alternanta cu ajutorul unei duble inegalitat;i:

1 1
2——<zx,<2+4—.
n n

Trebuie sa mai observam doar ca

1
0< —<1,VneN"
n

c) O greseala de logica, des intalnita, este urmatoarea.

Stim ca un sir monoton si marginit este convergent. De aceea,
un gir care nu e monoton i marginit nu poate fi convergent.

Chiar daca girul propus in problema nu este monoton, nu putem afirma nimic
despre convergenta sa. Cu totul alta ar fi fost situatia daca am fi obtinut
ca girul dat nu este marginit, deoarece orice sir convergent este marginit.
Calculul unor termeni ai sirului ne poate conduce si in acest caz la formularea
ipotezei:

lim z, = 2.

n—oo

Pentru demonstratie, putem folosi, de exemplu, lema clestelui:

1 1
n n
: 1 . 1
lim(2——)= lim (2+ —) =2,
n

n—oo n n—oo

deci lim z, = 2.

n—oo



O alta demonstratie poate fi data cu ajutorul criteriului majorarii:

1 1

=2 = (=1)"=|< -,
2 =2 || (<1 < L
] (1) 0

im (—) =

n—oo'n ’

deci lim z, = 2.
n—oo

Pentru a scurta demonstratia problemei, se poate incepe rezolvarea cu
punctul ¢): din faptul ca girul dat este convergent, deducem imediat (folosind
teorema enuntata mai sus), ca girul este si marginit. O astfel de argumentare
este permisa intr-un examen, chiar daca astfel raspundem la intrebarile prob-
lemei in alta ordine decat cea data.

1.2.2 Problema 2

Se considera functia f : R — R,

—x daca <0
o ={ <

e daca x>0

a) Sa se studieze continuitatea gi derivabilitatea functiei f.
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
c) Sa se traseze graficul functiei f.

Indicatii st comentari
a) Deoarece f este o functie descrisa ”cu acolada”, problema continuitatii si a
derivabilitatii se pune pentru punctul 0. Este important insa sa argumentam
ca functia data este continua si derivabila in toate celelalte puncte reale.
Pentru aceasta, putem folosi principiul local (daca functiile f i g coincid pe
o vecinatate a lui xg si daca g este continua sau derivabila in z, atunci si
f este continua, respectiv derivabila in xg) si faptul ca functiile elementare,
definite pe intervale deschise, sunt derivabile.

Punctul 0 este punct de acumulare la stanga si la dreapta domeniului lui
f. De aceea, continuitatea lui f in 0 poate fi demonstrata folosind teorema
despre limitele laterale. Pentru studiul derivabilitatii, este indicat sa folosim
definitia: f este derivabila in zy daca si numai daca limita lim,_.,_ H@)=f(wo)

xr—x0
exista gi este finita. Ajungem astfel la calculul derivatelor laterale (=limitele



laterale ale raportului din definitie); din faptul ca acestea nu sunt egale,
deducem ca functia f nu este derivabila in 0.

Pentru functia data, care este continua pe R si derivabila pe R\ {0},
studiul derivabilitatii in 0 s-ar putea face si cu ajutorul corolarului teoremei
lui Lagrange. Trebuie sa fim atenti insa cand aplicam acest corolar: el nu
stabilegte o echivalenta intre derivabilitatea functiei intr-un punct si existenta
limitei derivatei in acel punct. De aceea, daca derivata functiei date nu are
limita in 0, nu putem formula nicio concluzie despre derivabilitatea lui f in
0.

b) Functia f este continua pe R. De aceea, graficul lui f nu are asimptote
verticale: in caz contrar, ar exista un punct xg in care una din limitele laterale
ar fi infinita, ceea ce nu se poate.

Este util sa calculam de la inceput limitele functiei spre +oo §i spre —oo:
aceste limite ne vor folosi oricum, la completarea tabelului de variatie a
functiei si la trasarea graficului. Deoarece lim, .o, f(x) = 0, deducem ca
dreapta de ecuatie Y = 0 este asimptota orizontala spre +oo la graficul
functiei f.

Putem determina asimptota oblica spre —oo la graficul lui f aplicand for-
mulele de calcul ("m = lim,__ @, n=lim, ,_(f(x) —maz)”), sau, mai
simplu, observand ca pe intervalul (—oo,0), graficul lui f este semidreapta
de ecuatie Y = —X.
c¢) Trasarea graficului unei functii numerice, al carei domeniu de definitie este
o reuniune de intervale, presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. identificarea proprietatilor geometrice ale graficului (daca acestea ex-
ista): studiul paritatii, imparitatii sau periodicitatii functiei;

2. determinarea comportarii functiei la capetele domeniului de definitie si
a asimptotelor graficului: calculul unor valori sau limite, determinarea
asimptotelor;

3. precizarea domeniului de continuitate si a domeniului de derivabilitate;

4. calculul primei derivate, studiul semnului acesteia, identificarea inter-
valelor de monotonie a functiei si a punctelor de extrem local;

5. precizarea domeniului pe care functia este de doua ori derivabila, calcu-
lul derivatei a doua, studiul semnului acesteia si precizarea intervalelor
de convezitate st de concavitate a functiei si a punctelor de inflexiune;



6. completarea tabelului de variatie a functiei;
7. trasarea graficului.

Reprezentare grafica a unei functii definite pe R nu se poate face decat
pe un interval marginit; comportarea functiei in partea nereprezentata a
graficului trebuie sa fie sugerata prin desen. Pentru problema propusa, uni-
tatea de masura trebuie aleasa astfel ca patratul [—4;4] x [—4;4] (in care
se reprezinta punctele importante ale graficului) sa fie vizibil. De asemenea,
in reprezentarea grafica a functiei f este important sa reprezentam pe desen
semitangentele in origine, tangenta in punctul de maxim local si tangentele in
punctele de inflexiune. Pentru reprezentarea grafica a functiei, unele dintre
valorile acesteia trebuie aproximate.

1.3 Geometrie
1.3.1 Problema 1

Fie ABC'D un paralelogram in care BD = AD. Fie M maijlocul laturii C'D
st B un punct pe dreapta BM , astfel incat BM = ME. Sa se arate ca:

a) BM 1 CD;
b) punctele A, D si E sunt colineare;
c) AD = DE.

Indicatii si comentarii

a) Ipoteza ABC'D = paralelogram contine foarte multe informatii. De exem-
plu, stim ca laturile opuse AB si C'D sunt paralele, ca punctul de intersectie
al diagonalelor AC' si BD este mijlocul acestor segmente etc. Rezolvarea
presupune mai intai extragerea informatiei esentiale, si anume faptul ca
AD = BC = BD. De aceea, triunghiul BDC' este isoscel, iar mediama
BM a acestui triunghi este si inaltime.

b), ¢) In problemele de geometrie, observarea figurii determina dezvoltarea
demonstratiei. O figura mai simpla, cu cat mai putine elemente, ne permite
sa ne concentram asupra relatiilor cu adevarat importante intre elementele
date. Atunci cand adaugam noi elemente figurii (cum ar fi, de exemplu, con-
struirea punctului £, este util sa intelegem legaturile nou create: BDEC
este un paralelogram, deci DF || BC' si DE = BC.



1.3.2 Problema 2
Fie ABCD un patrat de latura 1.

a) Daca P este un punct interior patratului, sa se arate ca suma ariilor
triunghiurilor PAB si PC'D este jumdatate din aria patratulus.

b) Sase determine punctele O din interiorul patratului, cu proprietatea ca
ariile triunghiurilor OAB, OBC, OCD, ODA sunt proportionale cu
numerele 1, 2, 4 si 3 respectiv.

Indicatii si comentarii

a) Rezolvarea problemei poate porni de la intrebarea: ce au in comun cele
doua triunghiuri? Desigur, ele au varful P comun, dar mai au si laturile AB
si C'D de lungimi egale. Mai mult, inaltimile duse din varful P pe AB si
CD sunt in prelungire, iar suma lungimilor lor este 1. Ajungem la ideea de
a calcula ariile triunghiurilor folosind bazele AB si C'D si inaltimile duse din
varful P.

O alta solutie poate fi data prin metode analitice: alegem un sistem
cartezian in care dreptele AB si AD sunt axele de coordonate si calculam
ariile celor doua triunghiuri cu ajutorul unor determinanti de ordinul trei.
Metoda are dezavantajul ca trebuie explicitate doua module, iar ipoteza
esentiala ” P este interior patratului” poate sa nu fie inteleasa. Putem evita
modulul, scriind coordonatele varfurilor luate in sensul trigonometric de par-
curgere a triunghiului.

Se poate da de asemenea o demonstratie care foloseste dinamica figurii,
bazata pe faptul ca suma ariilor celor doua triunghiuri nu se schimba daca
punctul P se misca pe o paralela la AB. De aceea, putem presupune ca
P € [AD], caz in care problema se rezolva mai simplu.

b) Determinam mai intai multimea punctelor P din interiorul patratului pen-
tru care ariile triunghiurilor PAB si PC'D sunt proportionale cu 1 gi cu 4 re-
spectiv. (Cuvantul "respectiv”’, prezent gi in enuntul problemei, arata ca or-
dinea este importantal). Folosind formula pentru aria triunghiului (semipro-
dusul dintre baza si inaltime), deducem ca raportul inaltimilor din P ale
triunghiurilor PAB si PCD este 1:4. Pentru a vizualiza multimea punctelor
P care indeplinesc aceasta conditie, este util sa impartim patratul dat in 25
de mici patrate congruente, prin construirea a 8 segmente paralele cu laturile:
punctul P va descrie unul dintre segmentele nou construite, paralel cu AB.
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Determinam apoi multimea punctelor ) din interiorul patratului pentru
care ariile triunghiurilor QBC c¢si QDA sunt proportionale cu 2 si cu 3
respectiv: () va descrie unul din segmentele construite paralel cu AD.

Deducem ca punctul O, care trebuie sa indeplineasca ambele conditii,
este punctul de intersectie al celor doua segmente (v. Figura 1).

D S C
Figura 1

2o

A R B

Metoda descrisa mai sus (cunoscuta si sub denumirea de "metoda celor
doua locuri geometrice”), poate fi aplicata si altfel: determinam mai intai
multimea punctelor M pentru care ariile triunghiurilor M AB si M BC' sunt
in raportul 1:2, apoi multimea punctelor N pentru care ariile triunghiurilor
NCD si NDA sunt in raportul 4:3. Punctul O va fi punctul de intersectie
al acestor multimi. Rezolvarea este insa mai dificila, deoarece multimile
obtinute sunt segmente ce trec prin cate un varf al patratului, ca in Figura
2.

Figura 2

A B

Este necesar sa remarcam ca problema are solutie deoarece 1+4 = 2+ 3:
proprietatea demonstrata la punctul a) al problemei arata, de exemplu, ca
nu exista puncte Z in interiorul patratului, cu proprietatea ca ariile triunghi-
urilor ZAB, ZBC, ZCD, ZDA sunt proportionale cu numerele 1, 2, 3 si 4
respectiv.
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2 Un model de redactare

Comunicarea scrisa la matematica are un anumit specific: una este ca un
rezolvitor sa explice oral solutia unei probleme, si cu totul altceva este trans-
miterea scrisa a rezolvarii. In redactarea lucrarilor de examen, nu trebuie
folosite doar simboluri matematice; pentru a putea fi usor inteles de catre
corectori, candidatul trebuie sa explice pe parcurs modul de rezolvare.

Un exemplu de redactare este dat mai jos.

2.1 Algebral

a) Adunam toate coloanele determinantului la prima:

m 1 1 m+2 1 1 1 1 1
det(M)=| 1 m 1 |[=/m+2 m 1 |=(m+2)-|1 m 1
1 1 m m+2 1 m 1 1 m

Scadem prima coloana din celelalte doua, apoi dezvoltam determinantul
obtinut:

11 1 1 0 0
m+2)-|1 m 1 |=m+2)-|1 m—10 = (m+2)(m—1)2
1 1 m 1 0 m—1

b) Daca m € R\ {1; —2}, atunci

rang(M) = rang(M),

(M=matricea sistemului, M=matricea extinsa a sistemului), deci sistemul
este compatibil determinat, conform teoremei Kronecker-Capelli. Calculam:

1 1 1 1 0 0
A= m m 1 |=| m 0 1—-m |=—(m—1)7>*m+1),
m?> 1 m m? 1—m? m—m?
m 1 1
Ay=| 1 m 1 |=m*+1+m*—m—-—m®—m=(m-1)>3
1 m? m

m 1 1 m 0 1

A= 1 m m |=] 1 0 m | =(m*—1)?

1 1 m? 1 1—m? m?



Aplicam regula lui Cramer gi obtinem

A —m=1)P(m+1)  m+l
T det(M) T (m—12(m+2)  m+2
AV (m —1)? 1
Y= det(M) ~ (m—12(m+2) m+2
B A, (mP=1? (m41)?

Tdet(M) T (m—12(m+2)  m+2

Daca m = 1, sistemul devine:

r+y+z=1
r+y+z=1
r+y+z=1.

Deoarece o ecuatie apare scrisa de trei ori, sistemul dat este echivalent cu
sistemul:

{x+y+z:L

In acest caz, sistemul este compatibil 2-nedeterminat, multimea de solutii a
sistemului fiind S = {(a,b,1 —a —b) | a,b € R}.

Daca m = —2, sistemul devine:
2e+y+z=1
T+2y+z=2
r+y+2z=4.

Un minor principal al matricei sistemului este, de exemplu:
2 1
=2 3]s

Ecuatiile (1) si (2) sunt ecuatii principale, ecuatia (3) este ecuatie secundara.
Calculam determinantul caracteristic corespunzator acestei ecuatii

2 1
Awr=1|1 2 2|=9£0.
11

IS NI

Conform teoremei lui Rouché, sistemul este incompatibil.
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2.2

Algebra 2

a) Calculam

(x—2)(y—2)+2=ay—2x—2y+4+2=2y—2x—2y+6==1xx*y.

(G este parte stabila fata de operatia *, daca

T>2, yY>2=x*xy > 2.

Observam ca:

r>2,y>2=(r-2)>0, (y—2)>0=(z—-2)(y—2)>0=>zxy > 2.

Deci G este parte stabila fata de operatia .
b) G este grup comutativ fata de operatia algebrica * daca sunt indeplinite
urmatoarele conditii:

lege internd: am demonstrat deja aceasta proprietate la punctul a).
asociativitate: pentru orice x,y, z € GG, avem
(xxy)xz=1xx%(yx*z2).

Calculam
(wry)rz=((z-2)y-2)+2)xz=(2-2)(y-2)(z-2)+2;
zx(yx2)=xx((y—2)(z=2)+2)=(z—-2)(y —2)(z — 2) + 2.

Deci legea * este asociativa.

comutativitate: pentru orice z,y € G, avem x xy = y * x. Dar

zxy=(x—-2)(y—2)+2=y—-2)(r—2)+2=yx*z

(am folosit comutativitatea inmultirii numerelor reale). Deci * este
comutativa.

element neutru: exista e € GG astfel ca, pentru orice x € G sa avem:
x * e =z (am folosit comutativitatea). Avem:
Ve>2:(x—2)(e—2)+2=x
=Ver>2:(r—-2)(e—2)—(z—2)=0
=Vr>2:(r—-2)(e—3)=0
=e=3J.
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Deoarece 3 € (G, deducem ca 3 este element neutru pentru operatia *

n G.

e clemente simetrizabile: pentru orice x € G, exista 2’ € G astfel ca
x * 2’ = e. Rezolvam ecuatia:

(x —2)(2' —2)+2=3,

1

rT#2=—=1" = ——
T — 2

+ 2;

1 1

r>2= ——>0=——+2>2=2 (.
r—2 r—2

Deci orice element din G este simetrizabil in G.

Am demonstrat ca (G, x) este un grup comutativ.
c¢) Functia f definegte un izomorfism intre grupurile (G, *) si ((0, 00), -) daca
f este functie bijectiva si daca

flxxy) = fx)- fy),¥Vzyed.
f este injectiva deoarece
Vay,o€G: f(rr) = f(rg) =21 —2=19— 2= 21 = 29.
f este surjectiva deoarece
Vye(0;00), 3z =y+2€ G astfel cay = f(x).
Calculam:
flaxy) =f(z=2)(y=2)+2) = (. -2)(y - 2) = f(z) - f(y).

Deci f este izomorfism de grupuri.

2.3 Analiza 1

a) Pentru n > 1, calculam

)@t (D) = (com g L

xn+1_$n:(2+(_1>n+1n—|—1 n n+1l n
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Observam ca semnul diferentei x,, 11 — x,, depinde de paritatea lui n: pentru
n par, diferenta este negativa, iar pentru n impar, este pozitiva. Deci girul
(n)n nu este monoton.

b) Din inegalitatile

1
<2+ | (1)), =2+ <3,

a =124+ (=)
| |=1 2+ (-1) .

S|

deducem ca girul (x,,), este marginit.
¢) Folosim criteriul majorarii:

1 1
2= 24+ (=1D)"= =2 |=| (-1)") |< —,
@ =2 = 24 (=" = 2]=] (-1)") |< —
1
lim (=) =0
Jim () =0,

deci lim,, .., x, exista si este egala cu 2.

2.4 Analiza 2

Functia f este continua si derivabila pe fiecare din intervalele (—oo;0) si
(0; 00), deoarece pe aceste intervale f coincide cu functjii elementare. Studiem
continuitatea lui f in 0. Calculam:

[5(0) = lim f(z) = lim(—=x) = 0;

z—0 z—0

z<0 z<0
14(0) = lim f(z) = lim(z%e™*) = 0;
70 >0
f(0) = 0.

Deoarece [5(0) = 14(0) = f(0), functia f este continua in 0.
Studiem derivabilitatea lui f in 0:

£1(0) = lim f2) = FO0) =2 _1;
—0 xr — z—0
<0 <0
- 2 —x
71(0) = i LB SO g ey
>0 LT 20

Deoarece f1(0) # f7(0), functia f nu este derivabila in 0.
b) Deoarece f este continua pe R, graficul lui f nu are asimptote verticale.
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Pe intervalul (—o0;0), graficul lui f este semidreapta de ecuatie Y = —X.
Dreapta de ecuatie Y = —X este deci asimptota oblica la graficul functiei
spre —oo.
Studiem existenta asimptotelor spre 4+o0o. Sa presupunem ca dreapta de
ecuatie Y = mX + n este asimptota la graficul lui f. Atunci

f(z)

m = lim —=%, n = lim (f(z) — mz),

r—00 T—00
cu conditia ca aceste limite sa existe si sa fie finite. Deoarece

f(x) e T

lim ——= = lim = lim — =0,
T—00 €T T—00 T T—00 633
iar
2 z°
1 — pr— 1 - p— 1 —
Jiwg (f(z) = ma) = Jig (27e™) = Jim, 2 =0,

deducem ca dreapta de ecuatie Y = 0 este asimptota orizontala a graficului
lui f spre +oo.

c¢) Functia f nu este functie para, functie impara sau functie periodica. Cal-
culam prima derivata a lui f:

P ) R R daca z <0
o) U0 — R F0) ={ e e TS0
Ecuatia f'(z) = 0 are solutia x = 2. f'(z) < 0 pe (—o0;0)U(2;00) si

f'(z) > 0 pe (0;2).
Calculam a doua derivata a lui f:

" ~A- . " o 0, daca <0
f7i(=00,0) U (0;00) — R, f7(2) = { (22 —4x +2)e™®, dacd x>0
Ecuatia f”(z) = 0,z > 0 are solutiile 2 — v/2 si 2 + V2. f"(x) > 0 pe
(0,2=V2) U (2+v2;00) si f"(x) <0 pe (2 V2,2 +V2).

Tabelul de variatie al functiei f este urmatorul:

T —00 -1 0 2-vV2 2 2442 00
f@|- - - - =10 + + 0 - - -
fl@) | +oo N0 1 N\ 0 / / % N N0
f"(x) | 0 0 0 0 | + 0 — 0 +  +

Graficul lui f este reprezentat in figura 3.
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—“+ =1 2

Figura 3

2.5 Geometrie 1

a)

ABCD paralelogram B .
AD — BD = BD = DC = ABDC este isoscel.

Deoarece E este mijlocul laturii DC, BM este mediana in ABDC, deci este
si inaltime a acestui triunghi. Deci BM 1 CD.

b), c)
BM =MFE .
DM — MC | = BDEC este paralelogram = DF || BC si DE = BC.

Dar AD || BC si, din axioma paralelelor, deducem ca dreptele AD si DE
coincid. Deci A, D, E sunt puncte coliniare. Pe de alta parte, AD = BC' =
DE, deci AD = DE.

2.6 Geometrie 2
a) Fie PE L AB,E € AB si PF L DC,F € DC.

ABLAD ) _ pp | ap
AB | PE .
= P, E, F colineare.

bOLAD)  pp|ap

DC 1 PF
Calculam suma ariilor celor doua triunghiuri:

AB-PE PF-CD AB A(ABCD

A(PAB)+A(PCD) = 5t = 2(PE+PF):(2)
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b) Determinam mai intai multimea punctelor M din interiorul patratului pen-
tru care ariile triunghiurilor M AB si MC'D sunt proportionale cu numerele
1 si 4, respectiv. Daca M, este un astfel de punct, fie MyE 1 AB,E € AB
si MoF' L CD,F € CD. Conditia din enunt, devine:

1 A(MyAB)  MyE

4 AMyCD) MyF"

Folosind proportii derivate, obtinem:

MyE 1
MoE + MoF 144’

deci .
MyE = 5AD.

Deducem ca multimea punctelor M din interiorul patratului, pentru care
ariile triunghiurilor M AB si M CD sunt proportionale cu numerele 1 si 4,
este un segment situat pe o paralela la AB. Acesta este segmentul PQ, unde

PA 1 B 1
Pel|AD|, — =~ BC|, =— = -.
Analog, multimea punctelor N din interiorul patratului, pentru care ariile
triunghiurilor NBC' si NDA sunt proportionale cu 2 si cu 3, respectiv, este

segmentul RS, unde

RB 2 SC 2
AB|, — = - DC|, —= = -.
(vezi Fig. 2)
D C
Figura 2
O
A B
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Fie {O} = PQN RS. Vom arata ca acesta este unicul punct care verifica
conditiile din enunt. Este clar ca O este interior patratului. Stim ca:

A(OAB) 1
OePQ= Joep) ~ 1
A(OBC) 2
OERS:A(ODA) =3

Deoarece
A(OAB) + A(OCD) = A(OBC) + A(ODA) ;A(ABCD),

obtinem urmatorul gir de rapoarte egale:

A(OAB)  A(OCD) A(OAB)+ A(OCD)

1 B 4 1+4
_ A(OBC) + A(ODA)  A(OBC)  A(ODA)

2+3 2 3

Deducem ca ariile triunghiurilor OAB, OBC, OC' D, O D A sunt proportionale
respectiv cu 1, 2, 4, 3. Deci punctul O este punctul cautat.
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I. Algebra 1. Fie matricea A = < (1) ; ) € Ms(R).

a) Sa se arate ca A% = 34 — 215, undeIQZ((l) (1)>

Sa
b) Sa se arate ci A este inversabila si si se calculeze A1,
c) Sa se calculeze A", n € N*.

d) Sa se determine matricele X € M(R) astfel incat X2 = A.

2. Pentru orice n € Z considersm functia f, : (2,00) — (2,00), fn(z) = 2+ (z — 2)*". Si se arate ci:
a) fm © fn = fm+n pentru orice m,n € Z.

b) Multimea G = {f,, | n € Z} impreuna cu operatia de compunere a functiilor este grup comutativ.
¢) Grupul (G, o) este izomorf cu grupul aditiv (Z,+) al numerelor intregi.

|
IT. Analiza 1. Se considera functia f: [1,00) — R, f(z) = %

a) Sa se calculeze f'.

b) Sa se afle maximumul functiei f.
1
c) Sa se studieze monotonia sirului (2, ),>3, Tn = nn.

2. Se considera functia g : [-1,1] — R,

a) Sa se studieze continuitatea functiei g.

b) Sa se studieze derivabilitatea functiei g.
1

c) Sa se arate ca functia g admite primitive, sa se afle o primitiva a ei si sa se calculeze / g(z)dx.
-1
ITI. Geometrie 1. Fie C(O, R) un cerc fixat de centru O gi raza R i doua cercuri variabile C(O1, Ry) si C(O2, R2),
tangente exterior intre ele gi ambele tangente interior cercului fixat.
Sa se arate ca triunghiul O0O105 are perimetru constant.

2. In planul xOy, se considers ecuatia x? + y? — 6x + 4y — 12 = 0.

a) Sa se arate ca aceasta ecuatie reprezinta un cerc caruia sa i se determine raza si coordonatele centrului.

b) Sa se arate ca dreapta de ecuatie 12z — 5y + 19 = 0 este tangenta la cerc si sa se determine coordonatele
punctului de tangenta.

c) Sa se scrie ecuatiile laturilor patratului circumscris cercului, in care una dintre laturi este pe dreapta de la
punctul b).

IV. Informatica 1. Se numeste subsecventa a unui vector V' cu n elemente intregi un vector cu cel putin un
element gi cel mult n elemente care se gasesc pe pozitii consecutive in vectorul V. Sa se scrie un program in
Pascal/C/C++ care citeste de la tastatura numarul natural n si vectorul V' avand n elemente intregi si afiseaza
subsecventa lui V' avand suma elementelor maxima.

2. Se citesc de la tastaturda numarul natural n si sirul de numere naturale a1, aso, ..., a,. S& se scrie un program
in Pascal/C/C++ care afiseaza indicii i gi j care indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
a) 1l <i<j<m
b) a; > ay si aj > ai, pentru orice k, i +1 < k < j —1;
c) diferenta j — i este maxima.
3. Sa se calculeze complexitatea timp a programelor propuse pentru problemele de mai sus. In cazul in

care nici una dintre solutiile propuse nu are complexitatea liniara, sa se scrie un program in Pascal/C/C++ de
complexitate timp liniara pentru una din cele doua probleme de mai sus, la alegere.

Precizari: Pentru toate problemele de mai se presupune ca datele sunt valide, i 3 < n < 1000. Se vor descrie
informal detaliile implementarii oricarui program: semnificatia variabilelor, a structurilor de date, a blocurilor de
program, a conditiilor.

Timp de lucru: 3 ore.



3 Domeniul de licenta Informatica. Subiectele
de matematica.

3.1 Algebra

3.1.1 Problema 1l

11

Fie matricea A = ( 0 2

) € MyR).

a) Sd se arate cd A* = 3A — 215, unde I, = < (1) (1) )
b) Sd se arate cd A este inversabild si sd se calculeze A7

c) Sa se calculeze A™, n € N*.

d) Sd se determine matricele X € My(R) astfel incdat X* = A.
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Rezolvare
a) Calculam:

(L) (81)-()
woms(y 1) (1)-(12)

Deci A% = 3A — 21,.
b) Egalitatea anterioara se mai poate scrie:

I, =A- (1,5, — 0,54) = (1,5I, — 0,5A) - A.

Folosim definitia elementului inversabil, pentru a deduce ca A este inversabila
fata de operatia de inmultire a matricelor si ca

e e a1 05
Al=151,-0,5 A-(O 0’5>

¢) Vom demonstra ca A" = (1) 2n2: L , pentru orice n € N*. Folosim
metoda inductiei matematice. Fie P predicatul de mai sus.

Etapa de verificare. P(1) : A = (1) 212: L
FEtapa de demonstratie. Aratam ca implicatia P(n) — P(n + 1) este o
propozitie adevarata, pentru orice n € N*:

P(n):A":<1 2”—1>;$

, este o propozitie adevarata.

0 2"
1 2" —-1 11
n+l .

=4 _<0 o ) (o 2>:’

. 1 ovtl 1
:>A+1:<O ot >:>
= P(n+1).

Deoarece P(1) este o propozitie adevarata gi din presupunerea ca P(n) este

adevarata, rezulta ca P(n + 1) este adevarata, deducem ca propozitia P(n)
este adevarata pentru orice numar natural n.

d) Fie X = ( CCL Z ) Matricea X verifica relatia:
X2 —(a+d)X + (det(X)) Iy = 0,.
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Daci X2 = A, atunci det(X?) = det(A), deci det(X) = £v/2. Deducem ci

(1 1>‘<a+d>Xiﬁfz—02=

0 2
deci
1+v2
0 Xz( B
sau

2) X:( :

Consideram cazul (1); identificaind a = =

2—2
a+d

sid= obtinem imediat,

prin adunare, ci (a + d)? = 3 + 2v/2, deci ¢ a + d = £(1 + v/2). Obtinem
urmatoarele doua matrice, solutii ale ecuatiei date:

1+v2
X, = ( 1+v2
0

_1+v2
X, = ( 1+v2
0

Analog, considerand cazul (2)

3.1.2 Problema 2

I

1
1+v2
242
1+v/2

1
1+v2
_24+V2
1+v2

’

é ﬁ\/;)

—01 —fﬁ\/gl)

obtinem solutiile:

o

—

S

%

)

-1 1-+v2

0 —\/§>’

é —1\4/%&).

Pentru orice n € Z consideram functia f, : (2,00) — (2,00), fu(z) = 2 +

(x —2)?". Sd se arate ca:

a) fm o fo = fmin pentru orice m,n € Z.
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b) Multimea G = {f, | n € Z} impreuna cu operatia de compunere a
functiilor este grup comutativ.

c) Grupul (G, o) este izomorf cu grupul aditiv (Z,+) al numerelor intregi.

Rezolvare
a) Calculam

F© Ja(@) = flful@) = 24 (fule) = 27" =24 2+ (x - 2)" 2" =
— 24 [ - 2P =24 (2 - 2T =24 (2 - 2" = frim(a).

b) Din relatia demonstrata la punctul a), stim ca multimea G este parte
stabila fata de operatia de compunere a functiilor. Observam ca:

id(2,00) = fo € G,

fno fin = fm © fa, pentru orice m,n € Z,

si ca

Jno fon =id(2,), pentru orice n € Z.
Toate aceste relatii arata ca functia identica pe (2, 00) este element neutru in
G fata de operatia de compunere a functiilor, ca operatia ” o” este comutativa
pe G si ca inversul elementului f,, din G este elementul f_, din G. Deci (G, o)
este grup comutativ.
c¢) Definim aplicatia

¢:G—1Z, ¢(fn) =n.

Acesta aplicatie este bijectiva, deoarece este injectiva si surjectiva. Demon-
stram ca ¢ este morfism de grupuri:

O(fm o fn) = O(fmen) =m+n=¢(fm) + ¢(fn), pentru orice m,n € Z.
Deci (G, 0) ~ (Z,+).
Analiza
3.1.3 Problema 1
Se considerd functia f : [1,00) — R, f(z) = ™)

T

a) Sa se calculeze f'.
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b) Sa se afle maximumul functiei f.

3=

c) Sa se studieze monotonia sirului (T,)n>3, Tn = non.

Rezolvare
a) Functia f este functie elementara, deci este derivabila pe tot domeniul sau
de definitie. Calculam:

T.x—In(z)-1  1—In(z)
x? T2

fiz) =
b) Pentru a determina punctele de extrem ale functiei f, studiem semnul
functiei derivate:
f(x) >0 1—In(x) >0<=lIn(e) > In(z) <= e >z > 1.

Deducem ca f este strict crescatoare pe intervalul [1, €] si strict descrescatoare
pe intervalul [e, 00), deci e este punct de maxim global pentru f. De aceea,
valoarea maxima a functiei este:

c¢) Exprimam termenii sirului (z,,),>3 astfel:

In(n)
T, =€ n .

Deoarece functia exponentiala de baza e este strict crescatoare pe R, iar
restrictia functiei f la intervalul [3;00) este strict descrescatoare, deducem
ca girul (x,),>3 este strict descrescator.

3.1.4 Problema 2

Se considera functia g : [-1,1] — R,

x, z€[-1,0]
9(x) = { sin x, x € (0,1].

a) Sa se studieze continuitatea functiei g.
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b) Sa se studieze derivabilitatea functiei g.

c) Sa se arate ca functia g admite primitive, sa se afle o primitiva a ei $i
1

sa se calculeze [ g(x)dx
-1

Rezolvare

a) Pe intervalele [—1,0) si (0, 1], functia g este continud, deoarece restrictiile
ei la aceste intervale sunt functii elementare. Vom studia continuitatea lui g
in 0:

(3) 1,(0) = lim g() = lim(x) = 0;
<0 <0
@ 1a(0) = lin g(z) = lisn(sin(x)) = 0
>0 >0

(5) f(0) = 0.

Deoarece 15(0) = 14(0) = ¢(0), deducem ca g este continua in punctul 0. Deci
functia g este continua pe domeniul ei de definitie.

b) Pe intervalele [—1,0) si (0, 1], functia g este derivabila, deoarece restrictiile
ei la aceste intervale sunt functii elementare. Studiem derivabilitatea lui g in
0:

(6) g (0) = i ID =90 _ v,
z—0 T — z—0
<0 <0
(7) g(0) = i YW =90y, sin(@)
z—0 xXr — 0 z—0 Xz
>0 >0

Deoarece ¢.(0) = ¢};(0) si deoarece aceste limite sunt finite, functia g este
derivabila in 0. Deci g este derivabila pe tot domeniul ei de definitie.

c¢) Orice functie continua, definita pe un interval, admite primitive. Cum
g este continua, deducem ca ¢ admite primitive pe [—1,1]. O primitiva a
functiei g este de forma:

5 ta, z € [-1,0);
G:[-1,1]] — R, G(z) =14 b, r =0
—cos(x)+¢, xe€(0,1].

Vom determina constantele a, b, ¢ astfel ca functia G sa fie continua pe [—1, 1]:
folosind consecinta Teoremei lui Lagrange, va rezulta ca G este si derivabila
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pe [—1,1] si ca G’ = g. Este evident ca G este continua pe [—1,0) U (0, 1].
Calculam:
2

(8) 15(0) = lim G(z) = ng&(% +a) = a;
<0 z<0
(9) 14(0) =1lim G(x) = lim(—cos(z) +¢) =c— 1;
>0 >0
(10) G(0) =b.

Deducem ca G este continua daca si numai daca a = b = ¢ — 1. Orice
primitiva a functiei g este deci de forma:

%2+a, x € [—1,0);
G:]-1,1] — R, G(z)=1{ a, x = 0;
—cos(x) +a+1, z€(0,1]
Fie Gy primitiva obtinuta pentru a = 0; folosim aceasta primitiva si Teorema
Leibniz-Newton pentru a calcula:
1

/g(a:)da: = Go(1) — Go(—1) = (—cos(1) + 1) — (

-1

3.2 Geometrie
3.2.1 Problema 1

Fie C(O, R) un cerc fizat de centru O si raza R $i doud cercuri variabile
C(O1, Ry) si C(Osq, Ry), tangente exterior intre ele i ambele tangente inte-
rior cercului fizat. Sa se arate ca triunghiul OO109 are perimetru constant.
Rezolvare

Pentru doua cercuri C(A, ) si C(B,ry) sunt adevarate afirmatiile:

cercurile sunt tangente exterior <= ry + ry = AB,;

cercurile sunt tangente interior <=| r; —ry |= AB.

Tinem cont de ipotezele problemei pentru a calcula perimetrul P al triunghi-

ului 001022
P(AOO,05) = O0; + 005+ 0105 = (R— Ry) + (R — Ro) + (R, + Ro) = 2R,

Deci perimetrul triunghiului OO;0; este constant, deoarece cercul C(O, R)
este fixat.
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3.2.2 Problema 2
In planul xOy, se considerd ecuatia x> + y* — 6 + 4y — 12 = 0.

a) Sa se arate ca aceastd ecuatie reprezintda un cerc caruia sa i se deter-
mine raza $i coordonatele centrulus.

b) Sa se arate ca dreapta de ecuatie 12x — by + 19 = 0 este tangenta la
cerc $i sa se determine coordonatele punctului de tangentd.

c) Sa se scrie ecuatiile laturilor patratului circumscris cercului, in care
una dintre laturi este pe dreapta de la punctul b).

Rezolvare
a) Ecuatia data se mai scrie astfel:

(x =32+ (y+2)* =5

Deducem ca ecuatia data este ecuatia cercului C(A,5), unde A este punctul
de coordonate (3, —2).
b) Fie A dreapta data prin ecuatia din enunt. Calculam distanta de la
punctul A la dreapta A:
(A A) = [12-3—-5-(=2)+ 19| :@:5‘
122 + (—5)2 13

Deoarece d(A,A) este egala cu raza cercului, dreapta A este tangenta cer-
cului. Fie M punctul de tangenta; deoarece AM LA, ecuatia dreptei AM
este:

5(x —3)+12(y +2) = 0.

Coordonatele punctului M verifica sistemul:

122 — 5y +19 =0
5(x —3) + 12(y + 2) = 0.

Obtinem M (-2}, —).
c¢) Dreptele-suport ale laturilor patratului dat in enunt au urmatoarea pro-

prietate: una dintre drepte este A, o alta dreapta (notatd A;) este paralela
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cu A, iar celelalte doua drepte (notate d; si ds) sunt perpendiculare pe A.
De aceea, ecuatiile acestor drepte sunt de forma:

(11) Ay 122 — by = a,
(12) dy : 5z +12y = b,
(13) dy : b+ 12y = ¢,

unde a, b, ¢ sunt trei numere reale, ce urmeaza a fi determinate din sistemul
de ecuatii:

d(A,Ay) = d(A,dy) = d(A, dy) = 5.

(Aceasta conditie este echivalenta cu proprietatea de tangenta a dreptelor la
C(A,5).) Calculam:

12-3—-5.(—2) —
d(A Ay = 1123 513( L S P

(Solutia a = —19 a ecuatiei de mai sus corespunde dreptei A.) Analog,
exprimand d(A, dy) si d(A, ds) in functie de b si ¢, obtinem b = 56 gi ¢ = —74
(sau invers). Deci ecuatiile dreptelor cerute in problema sunt:

(14) 122 — 5y + 19 = 0;
(15) 122 — by — 111 = 0;
(16) 5z + 12y — 56 = 0;
(17) S5z + 12y + 74 = 0.

4 Domeniul de licenta Informatica. Subiectele
de informatica.

4.1 Swubiectul 1.

O prima solutie consta in calculul sumei elementelor subsecventei vectorului
V' ce incepe pe pozitia ¢ §i se termina pe pozitia j pentru toate valorile
1 <1< j <n. La fiecare moment se memoreaza suma maxima si perechea
(i, 7) pentru care se realizeaza aceasta suma. Acest algoritm necesita un timp
patratic.

Vom prezenta o solutie care necesita un timp liniar. Daca vectorul nu
contine elemente pozitive, atunci subsecventa cautata este formata din cel
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mai mare element al vectorului. Altfel, convenim ca suma subsecventei vide
sa fie 0. Vom parcurge vectorul o singura data. Sa presupunem ca ne aflam la
pozitia k, 1 < k < n, in vector. La fiecare pozitie se memoreaza subsecventa
de suma maximaa gasita pana atunci (despre care presupunem ca se afla
intre poztiile 4,, si j,, In vector si are suma Gm) si sufixul de suma maxima
(adica subsecventa de suma maxima care se termina pe pozitia k, incepe
pe poztia t,,, si are suma Sm). Initial, pentru k = 1, daca V[1] > 0, cele
doua subsecvente memorate vor fi ambele egale cu V[1], vor incepe si se vor
termina pe pozitia 1 (adica i, = j, = t,, = 1); daca V[1] < 0, vom avea
Gm = V1], iy = jm = 1, 81 Sp = 0, t,,, = 2. Pentru actualizarea lor, la
parcurgerea elementului V [k + 1] din vector, se procedeaza astfel:

if Gm <Sm+V[k+1]
then
Sm = Sm+ VI]k+1];
Gm = Smi, =tn, Jmn =k +1;

else
if Sm+V]k+1] >0
then
Sm = Sm+ VI]k+1];
else
Sm =0, t, :=k+2;
endif
endif.

Complexitatea timp a acestei solutii este liniara deoarece vectorul este
parcurs o singura data, si pentru fiecare element din vector se face doar un
numar constant de operatii.

4.2 Subiectul 2.

O prima solutie consta in verificarea, pentru toate valorile 1 < i < j < n
daca subsecventa a;,a;41, ..., a; verifica conditiile a), b), ¢) din enunt. Se
memoreaza numerele ¢ §i j pentru care sunt verificate aceste conditii si pentru
care j — 1 este maxim. Acest algoritm necesita un timp cubic.

In continuare vom prezenta un algoritm liniar pentru rezolvarea proble-
mei. Acest algoritm are la baza alocarea dinamica a memoriei, folosindu-se
doua stive 1 si (J2. In algoritmul de rezolvare al problemei vom folosi aceste
stive astfel:
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e La orice moment al calculului, stiva ()7 verifica urmatoarea proprietate:
doua elemente consecutive 7 si j din stiva (7 fiind situat imediat sub j
in stiva) verifica proprietatea: ¢ < j, a; > a;, si oricare ar fi k, astfel
incat « < k < j, avem a; > a si a; > ai. Evident, stiva ), parcursa
de la baza catre top, va fi un gir ordonat descrescator.

e La orice moment al calculului, stiva ()5 verifica urmatoarea proprietate:
doua elemente consecutive i i j din stiva (¢ fiind situat imediat sub j
in stiva) verifica proprietatea: i > j, a; > aj, si oricare ar fi k, astfel
incat ¢ < k < 7, avem a; > ai si a; > a. Evident, stiva ()2, parcursa
de la baza catre top, va fi un gir ordonat descrescator.

Modul 1n care se calculeaza aceste stive este urmatorul:

e Mai intai se va completa stiva (J1; sunt parcurse pe rand elementele
sirului ay, ..., ay,:
— pentru fiecare k < n se vor sterge din stiva toate numerele mai mici
decat a; din stiva, si, apoi, a; va fi inserat in topul stivei.

e Apoi se va completa stiva (Jo; sunt parcurse pe rand elementele sirului,
in ordine inversa, a,, ..., a:
— pentru fiecare k < n se vor sterge din stiva toate numerele mai mici
decat a;, din stiva, si, apoi, a va fi inserat in topul stivei.

Este ugor de observat ca o pereche (i,7) cu i < j este solutie pentru
problema daca si numai daca ¢ si j se vor regasi pe pozitii consecutive in
stiva Q1 (¢ sub j, daca a; > a;), sau j si ¢ se vor regasi pe pozitii consecutive
in lista ()2 (j sub ¢, daca a; < a;).

Pentru a gasi solutia nu ne ramane decat sa parcurgem de la baza catre
top stivele Q1 si Q2 In cautarea unei perechi de elemente consecutive din
aceste stive ¢ i j, astfel Incat modulul diferentei lor |i — j| sa fie maxim.
Odata gasita o astfel de pereche, solutia problemei va fi data de perechea de
numere (min(z, j), max(i, 7)).

Complexitatea algoritmului este liniara deoarece calculul celor doua stive
se face In timp liniar (fiecare element este introdus o data in fiecare stiva, si
apoi este sters din fiecare stiva cel mult o data) si cautarea solutiei presupune
parcurgerea elementelor celor doua stive, ce poate fi executata in timp liniar

O(n).
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5 Domeniul de licenta Matematica. Subiec-
tul de Informatica.

Vom presupune ca vectorul din enuntul problemei este notat cu V', si are n
elemente. Solutia problemei depinde de varianta de memorare a vectorului.

In varianta de alocare statica de memorie se poate utiliza un vector car-
acteristic ¢ definit astfel: ¢; = 1, daca elementul de pe pozitia i a fost vizitat
si ¢; = 0, daca elementul de pe pozitia ¢ nu a fost vizitat inca. Daca ne
aflam pe pozitia ¢ din vector, afigam V[t], §i vom parcurge vectorul pornind
de la aceasta pozitie, cum este descris in enuntul problemei, numarand cate
pozitii ce au asociat in vectorul ¢ valoarea 0 am intalnit, pana cand acest
numar ajunge egal cu V[t]. Algoritmul se opregte cand ajungem la o pozitie
ce contine valoarea 0 in vector, sau cand nu mai exista elemente nevizitate.

Varianta de alocare dinamica presupune stocarea elementelor vectorului
sub forma unei liste circulare. In acest caz, elementele vizitate vor fi sterse din
lista dupa ce au fost afisate. Algoritmul se opreste cand ajungem la o pozitie
ce contine valoarea 0 in lista, sau cand lista este vida. Remarcam faptul ca
in acest caz parcurgerea vectorului se va face fara memorie suplimentara.
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